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CARTA DEL EDITOR

En este segundo namero incluimos un breve apunte sobre algunas propiedades
importantes en topologia, que permiten abordar el concepto de espacio de Haussdorff, y
que este afio se celebra el 152 aniversario de nacimiento. En la seccion de Objetivos
Matematicos contamos con la aportacion de un grupo de investigadores del TECNm y
TESCO relativo a la Teoria de Decisiones y una interesante aportacion inclusiva con TIC
realizada en nuestra casa de estudios y aportaciones relacionadas con el proceso de
ensefianza — aprendizaje aulico y con instrumentos originales.

Ofrecemos ademas, el listado onomastico de investigadores en el area de la
matematica, con la particularidad de que la secuencia del nombre de los dias de los afios
mencionados es exactamente la misma que la secuencia del nombre de los dias de este
2020.

Esto permite plantear la siguiente pregunta: ;cudl es el valor numérico que
representa la probabilidad de que una persona nazca en un dia muy especial de un afio
bisiesto, dedique su vida al quehacer matematico, fallezca en un afio bisiesto y que
ademas ambos afios bisiestos tengan la misma secuencia en el nombre de los dias de la
semana? Hay muchos mas afios que tienen esta secuencia calendarica, pero no son
bisiestos, es decir, que coinciden sélo a partir del 1 de marzo, por eso no los incluimos.

El domingo 12 de enero de 1936 nace Miguel de Guzman, matematico espariol
cuya obra destaca principalmente en la educacion y la divulgacion de la matematica,
Autor de diversos libros de texto de temas importantes en la matematica.

El miércoles 22 de enero de 1592 nace Pierre Gassendi, fildsofo, cientifico y
matematico. Ademas de ser el primer cientifico registrado en observar el transito de
Venus, su obra matematica se distingue en el aspecto filosofico. Interactué mucho con
Mersenne.

El viernes 31 de enero de 1896 nace Sofya Yanovskaya, matematica rusa cuyas
aportaciones incluyen buenos trabajos en la filosofia de la matematica y de la l6gica, entre
otros.

El domingo 2 de febrero de 1896 nace Kazimierz Kuratowski, matematico polaco
y sus principales contribuciones en el area matematica se enfocan en la Topologia y la
teoria de Conjuntos, ademas de contribuir tambien en investigaciones relacionadas con
espacios compactos y espacios métricos. También realiz6 importantes contribuciones al
a Teoria de Grafos.

El miércoles 12 de febrero de 1908 nace Jacques Herbrand, matematico francés
cuyas principales contribuciones se centran en la teoria de clase de campos.

El jueves 13 de febrero de 1992 fallece Nikolai Bogoliibov, matematico ruso-
ucraniano. Sus aportaciones se enfocan en la fisica matematica con la denominada
transformacion de Bogolitbov identificada como un isomorfismo de las algebras de
relaciones de conmutacion y anticonmutacion candnicas y cuya aplicacion se dirige a la
diagonalizacion de hamiltonianos con el propoésito de brindar una solucién estacionaria a
la ecuacion de Schrodinger.

El viernes 14 de febrero de 1744 fallece John Hadley, matematico y astronomo
britanico y que realizo importantes contribuciones en astronomia.

El domingo 16 de febrero de 1992 fallece Herman Wold, matemaético sueco. Se
dedicé a la estadistica matematica pues contribuye al desarrollo del Teorema Cramer-
Wold que caracteriza la distribucion normal. En economia contribuyd al desarrollo de la
Teoria de la Utilidad y a la Teoria de la Demanda del Consumidor. También aporta
avances al desarrollo del método de los minimos cuadrados parciales (PLS) por sus siglas
en inglés, entre otras obras de importancia.



El domingo 15 de marzo de 1868 nace Grace Chisholm Young, matematica
inglesa. Asistio a la prestigiada Universidad de Gotinga en la que trabajé sobre la
ecuacion que determina la trayectoria cometaria. Como estudiante de Félix Klein publico
varios articulos de investigacion relacionados con la teoria de funciones de una variable
real y el ensayo sobre derivadas infinitas con el que fue galardonada.

El domingo 29 de marzo de 1772 fallece Emanuel Swedenborg, filésofo y
matematico sueco quien escribié “El inventor del Norte, 0 nuevos experimentos en
matematicas y fisica”.

El domingo 29 de marzo de 1896 nace Wilhelm Ackermann, matematico aleman
con importantes contribuciones en légica matematica y la Teoria de Conjuntos.

El miércoles 22 de abril de 1592 nace Wilhelm Schickard, matematico aleman,
creador de la primera maquina de calcular que facilitaron mucho sus célculos
astrondmicos, al apoyarse en esta tecnologia que ahorraba mucho tiempo en las laboriosas
operaciones aritméticas. También hizo importantes contribuciones a la astronomia.

El lunes 27 de abril de 1936 fallece Karl Pearson, matematico y académico
britanico, sus aportaciones principales se enfocan a la estadistica aplicada a los aspectos
de la herencia y la evolucion biologicas.

El martes 28 de abril de 1868 nace Georgy Voronoi, matematico ruso. Realizo6
importantes aportaciones a la matematica pura como es el caso de la teoria general de
enteros algebraicos, con el caso particular de nimeros que dependen de la raiz de una
ecuacion irreducible de la forma r*3=rx+s; ademas aporto la idea que hoy se conoce como
el diagrama de VVoronoi.

El 28 de mayo de 1676 nace Jacopo Francesco Riccati, matematico italiano.
Ademaés de escribir tdpicos relacionados con filosofia y fisica su aportacion a la rama
matematica se centra en las ecuaciones diferenciales, por ejemplo su método para la
separacién de indeterminantes en algunas de ellas, trabaj6 arduamente en las ecuaciones
que se pueden integrar con transformaciones algebraicas adecuadas, a diferencia de
aquellas que requieren el cambio de variable

El martes 25 de agosto de 1964 nace Maxim Kontsevich, matematico ruso. Entre
sus aportaciones, destaca una de las mas completas descripciones sobre la prueba de una
conjetura propuesta por E. Witten, relativa al calculo de la interseccion de nimeros de
clases estables, idea introducida por Munford que involucra la compactacion de espacios
modulares de curvas algebraicas g- genus con puntos marcados.

El miércoles 26 de agosto de 1964 fallece Sixto Camara Tecedor, matematico
espafol. Sus principales aportaciones a la matematica se centran en la Geometria
Sintética, Geometria Analitica, Estadistica y en el campo de la fisica en la balistica.

El viernes 28 de agosto de 1744 nace Agustin de Pedrayes, matematico espariol
que en el dltimo tercio del siglo XV 111 propuso un método para la solucion de ecuaciones.
El martes 1 de septiembre de 1648 fallece Marin Mersenne, matematico francés que
dedicé gran esfuerzo al estudio de lo que hoy se conoce como la Teoria de NUmeros. Hoy
su trabajo se conoce como los nimeros primos de Mersenne, de la forma [n=2] ~p-1;
p,n nimeros primos; cumple para p=2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257, pero no para los
otros 44 nimeros primos p menores que 257. En la actualidad sigue siendo de interés esta
forma numérica.

El lunes 7 de septiembre de 1936 fallece Marcel Grossmann, matematico hingaro;
entre sus principales trabajos resalta la colaboracion que tuvo con A. Einstein al publicar
un trabajo sobre la Teoria de la Gravitacion y que es uno de los fundamentos de la Teoria
de la Relatividad. Tambien destaca su aportacion a la Geometria Descriptiva.



El sabado 26 de septiembre de 1868 fallece August Mobius, matematico y
astronomo aleman con numerosas contribuciones la matematica, por ejemplo la Teoria
Geométrica de los Poliedros.

El martes 6 de octubre de 1908 nace Serguéi Sobolev, matematico ruso. Entre sus
aportaciones, destaca su propuesta sobre el método variacional estandar para la solucién
de problemas de valor limite elipticos, la funcion de espacios de Sobolev. Publicd en 1950
el afamado texto denominado “Aplicaciones del analisis funcional a la fisica
matematica”, en lengua rusa.

El viernes 23 de octubre de 1908 nace Ilid Frank, fisico y matematico soviético,
premio nobel de fisica en 1958. Aunque sus contribuciones se centran en el area de la
fisica, realizd un importante trabajo con relacion a la explicacion teorica (en lenguaje
matematico) acerca del fendmeno relacionado con el desplazamiento de particulas
cargadas en un medio transparente y a velocidades mayores que la de la luz.

El domingo 8 de noviembre de 1868 nace Felix Hausdorff, matematico aleman
quien realizo importantes contribuciones a la Teoria de la Medida.

El sabado 14 de noviembre de 1716 fallece el filésofo y matematico aleman
Gottfried Leibniz cuyas aportaciones en matematicas son muy conocidas, ademas de ser
fundamentales.

El viernes 20 de noviembre de 1908 fallece Georgy Voronoi, matematico ruso.
Algo de su aportacion la mencionamos en la fecha correspondiente al 28 de abril. Como
dato curioso, nace y fallece en afios con secuencia calendarica idéntica.

El viernes 25 de diciembre de 1908 nace el matematico sueco Herman Wold cuya
obra destacamos en el onomastico de su fallecimiento, y como dato curioso nace y fallece
en afios con idéntica secuencia calendarica.

El listado abarca un ciclo y algunos afios més del calendario salamantino (Carabias
Torres, Ana Maria. (2012) Salamanca y la Medida del Tiempo. Ediciones Universidad de
Salamanca), popularmente conocido como calendario gregoriano. Este ciclo es de 400
afios y fue todo un trabajo matematico su elaboracion.

Referencias de Apoyo:

Encilcopedia Britanica, Edicion 1981.

Referencias digitales:
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/
https://efemerides20.com/

Los editores.
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Resumen- En esta ocasion describo algunas propiedades de la
topologia general que son fundamentales para iniciar el estudio
de esta rama de la matemética moderna, desde el punto de vista
axiomatico. En algunos casos ofrezco la prueba de los enunciados
que describen estas propiedades para tratar el concepto de filtro
en los espacios topoldgicos. Hago énfasis en el concepto de
espacios compactos, debido a la importancia que posee.

Palabras Clave- espacios topoldgicos, espacios compactos,
filtros, teorema Heine-Borel.

Zusammenfassung-Dieses Mal beschreibe ich einige
Eigenschaften der allgemeinen Topologie, die grundlegend sind,
um das Studium dieses Zweigs der modernen Mathematik unter
axiomatischen Gesichtspunkten zu beginnen. In einigen Fallen
biete ich einen Beweis fur die Aussagen, die diese Eigenschaften
beschreiben, um das Konzept des Filters in topologischen
R&umen zu behandeln. Ich betone das Konzept der kompakten
R&ume aufgrund seiner Bedeutung.

Schlusselwérter - topologische Radume, kompakte R&ume,
Filter, Heine-Borel-Theorem.

Pe3tome - B cBSI3M ¢ 3THM 51 ONULIY HEKOTOpPbIe CBOWCTBA
o0uIeil TOMOIOTUM, KOTOPbIe SIBJIAKTCH (PYyHIaAMEHTAIbHBIMU
JJ11 Ha4YaJia M3y4eHHsl 3TOro pas3jesia COBpeMEHHOH MaTeMaTHKH
¢ aKCHOMATHYeCKOHi TOYKH 3peHHsl. B HeKkoTOpBIX ciaydasix s
npejiaraio A0Ka3aTe/IbCTBA yTBep:KAeHHUii, KOTOpbIe
ONMMCHIBAIOT 3TH CBOiicTBa, YTO0BI HMETh [eJI0 C MOHATHEM
¢uabTpa B TOMOJIOrH4YeCKHX NpocTpaHcTBax. S moguepkuBaio
MOHSITHE KOMINAKTHBIX MPOCTPAHCTB, H3-32 Ba)KHOCTH, KOTOPYIO
IT0 UMeeT.

KlIo4egble  c106a -  TONMOJIOTHYECKHe MPOCTPAHCTBA,
KOMIIAKTHbIe MNpocTpaHcTBa, (uiabTpsl, Teopema I'eiine-
Bopeas.

Mathematical Subject Classification: 53-02.

I.  INTRODUCCION
Algunas propiedades topoldgicas [1].

Definicién 1.
f:X - Yesunmapa A(f)x = x — x esta fijo por
f, es decir x es un punto fijo de f.

Consecuencia 1.
Se tiene una propiedad topologica cuando se afirma
que X tiene la propiedad del punto fijo.

Consecuencia 2.
El intervalo [0, 1] tiene la propiedad del punto fijo.
Prueba.

Supongamos que f: [0, 1] — [0, 1] es un mapa
continuo. f(0) =0 v f(1) =1 — 3 P, Punto Fijo. Asi se
habra probado lo anterior. Pero, si f(0) >0A f(1) <1,
entonces se define una nueva funcién g(x) = f(x) — x. Es
asi que g(0) > 0 A g(1) < 0. Por el Teorema del valor
medio, se garantiza que un existe un punto c¢ entre 0 y 1 de tal
forma que g(c) = 0, es decir f(c) = c. Entonces c es el
punto fijo de f

Definicion 2.

Una ruta en un espacio topoldgico Xes la imagen de
una funcién continua g: [0, 1] — X. Si cualquiera dos puntos
en el espacio X se pueden unir por una ruta en X, entonces este
espacio X es una ruta conectada R

Consecuencia 3.
f:X > YescontinuaAXesR,— f(X)esuna R¢.
Por ello, la ruta de conectividad es una propiedad topolégica.

Definicién 3. Conectividad.

La nocion de conectividad pone de manifiesto las
siguientes cualidades: Sea un conjunto A. Este esta conectado
si no existen conjuntos U AV abiertos en X que cumplan lo
siguiente:

a) ACU UV
b) AnU =0
c) ANV =0
d UnVnA=0

Definicion 4.

La imagen continua de un espacio conectado esta
conectada. En consecuencia la conectividad es una propiedad
topoldgica. Esta proposicion es una generalizacion del
Teorema del valor Medio, que al interpretarlo en el presente
contexto especifica que cuando un intervalo est& conectado,
su imagen continua también lo esta. Por ejemplo, sea m un
valor cualquiera. Si este valor se localiza entre f(p) v f(q)
entonces m esté en la imagen de [p, q], es decir que un punto
c existe entre py q tal que f(c) = m.

Consecuencia 4.

Si un subconjunto A de un espacio cualquiera esta
conectado y x es un punto limite de 4, entonces A U {x}
también esta conectado.

Prueba.

© Autor(es) 2020. Articulo de acceso abierto bajo licencia CC BY-NC-ND @O806
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Supongamos que U y V son conjuntos abiertos no
conectados A U {x}. Debido a que A esta conectado, entonces
esta completamente contenido en U o también
completamente contenido en V. Por lo tanto x debe estar en
el otro conjunto, es decir; A < U A x € V. Peroesta
aseveracién contradice que x sea un punto limite de 4, ya
gue V es un conjunto abierto que contiene a x pero no
contiene al conjunto A. De ahi que no existen los conjuntos
discontinuos U y V, lo que prueba la consecuencia anterior.

Il. NOCION 1. COMPACTACION O COMPRESION.

Un subconjunto de R™es compacto si estd cerrado
(que contiene todos sus puntos limite) y limitado (que esta
contenido en un enjambre o aglomeracion de algo, cuyo radio
es posiblemente muy largo). Por ejemplo, R no es compacto
debido a que no esta limitado. El intervalo (0, 1) tampoco es
compacto porque no esta cerrado. Sin embargo, el intervalo [0,
1] estéa tanto cerrado como limitado, por ello, es compacto.[1]

(2] [3].

I1l. NOCION 2.

Si X es un espacio topolégico, una coleccion de
conjuntos {U, | @ € A}, y cada uno de ellos abierto en X —
3 C, (cubertura abierta) de X, si X =Ugey U, . Ademas, el
espacio Xes compacto si, para cada cubertura abierta de X,
existe una subcoleccion finita de {U,} que también es una
cubertura abierta de X. En otras palabras, existen infinitos
conjuntos U, cuya union es todo X.

En términos de los espacios euclidianos, las nociones
previas tienen sustento axiomatico en el Teorema Heine-
Borel [4] [5], que describo en las preposiciones 1 ay 1 b.

Proposicion 1.

a) Unsubconjunto A € R™ esta cerrado y limitado si y
solo si cada cobertura abierta de A contiene una
subcoleccion finita cuya unién pertenece
completamente al conjunto A. [1].

b) Los subconjuntos compactos de un espacio
euclidiano R™ son precisamente los que estan
cerrados y limitados [6].

Consecuencia 5.
Todo espacio métrico es un espacio de Hausdorff

[71.

Proposicion 2.

Supongamos que K es compacto (nocioén 1),y F es
un conjunto cerrado, en un espacio topolégico X. F c
K — F es compacto [6] [8].
Prueba: Si {V,} es una cobertura abiertade F y W = F€,
entonces W U U 1, cubre al conjunto X; de ahi que

exista una colecgién finita {V;,j talque K < W v
Vo, U ... UV, . Entonces tenemos que F < 1, U
WUV, KCcWUV, U.. .UV

Escriba aqui la ecuacion.

Corolario 1.
Si A c By si B posee cerradura compacta, entonces
el conjunto A posee cerradura compacta [6].

IV. NOCION 3.

Segin Frechet, un espacio topolégico se Ilama
compacto si cada conjunto finito de puntos tiene al menos un
punto de agrupacion [5].

V. NOCION 4.

Un espacio métrico es compacto solo si y cada
secuencia de puntos contiene una secuencia parcial
convergente [5].

Como consecuencia directa de ello se afirma que un
espacio métrico compacto es en general, un compacto y que
presenta las siguientes caracteristicas:

a) Cada secuencia decreciente de conjuntos cerrados no
vacios F, D F, D - D F, ... tiene un conjunto
promedio no vacio (promedio de Cantor) [5].

b) Propiedad de cobertura débil de Heine — Borel. Cada
cobertura abierta medible de un espacio compacto R,
contiene una cobertura finita (del mismo espacio).
Un término convencional comdnmente utilizado para
los espacios compactos medibles es el término
compactum.

Ahora, abordemos la definicion de espacio topoldgico
compacto en términos del concepto de filtro [9].

Definicion 5.
Un filtro F sobre X es una familia no vacia de
subconjuntos de X que cumplen las siguientes condiciones:

a) F #

@ paratodo F € F.

b) F, N

F, € FVF,,F, €F.

C) FEF A

FcG-GeF.

Definicion 6.

En un espacio topolégico (R,t), el punto p es
adherente al filtro a, sia A p # o, donde a representa un filtro
y o representa un filtro cero o nulo y 7 espacio topoldgico [9].

Para ello se cumplen las siguientes condiciones:

a) p esun punto adherente a a.

b) Existe un filtro b convergente con p y que ademas
satisface:n < b < a.

¢) El filtro principal generado por el punto p < a
(cerradura al filtro a).

Prueba.

© Autor(es) 2020. Articulo de acceso abierto bajo licencia CC BY-NC-ND @O806
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Si p es adherente a a entonces el filtrob = a A tp cumple
la condicion (b). Sio < b < ayademassib < tp, entonces
TP AA >b >0, deahique p €A VA E a. Ademas, p <
@ >pedporloquetpAA #oVAEayasitp A a #o.

Conclusién. Las proposiciones anteriores permiten
abordar la siguiente idea, entre otras desde luego. Sea R;,i =
1,2,... un paracompacto, T,, M-espacios. La consecuencia
directa es el producto espacial R =T[[;2,R;, que es
paracompacto T,, M-espacios. Un espacio R es un M —
espacio si y s6lo si existe una secuencia U;,i = 1,2, ..., de
coberturas abiertas de R que cumple las siguientes condiciones
[10]: &) u; > U5 > U, > U5 > -+, . b) Sea € una coleccidn
contable y p, un punto de R tal que para cada i existe un
miembro de € contenido en S(p, , ;) entoncesn {C |C €
) = 0.
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Resumen- En este trabajo se presenta la aplicacion del analisis
de decisiones para dar claridad de accion cuando se presenta
incertidumbre en la seleccién de alternativas referentes al
material utilizado para la produccion de un herramental
utilizado en la fabricacién de pirotécnica. Se aplica el despliegue
de la funcion de calidad (Quality Function Deployment - QFD)
para transformar las verbalizaciones del cliente en variables de
ingenieria y se establecen los criterios necesarios para la
definicion de eventos inciertos. Posteriormente se aplica analisis
de decisiones para la ganancia esperada por cada material y para
la utilidad subjetiva esperada. EI modelo planteado permite al
decisor, con ayuda del analista, modificar los valores de entrada
permitiendo asi la adecuacion a diversos problemas similares.

Palabras Clave- Andlisis de Decisiones, Incertidumbre, QFD,
Utilidad Subjetiva Esperada.

Abstract- This work presents the application of decision
analysis to give clarity of action when uncertainty arises in the
selection of alternatives regarding the material used for the
production of a tooling used in the manufacture of pyrotechnics.
The Quality Function Deployment (QFD) is applied to transform
the client's verbalizations into engineering variables and the
necessary criteria are established for the definition of uncertain
events. Later, decision analysis is applied for the expected profit
for each material and for the expected subjective utility. The
proposed model allows the decision maker, with the help of the
analyst, to modify the input values, thus allowing adaptation to
various similar problems.

Keywords- Decision Analysis, Expected Subjective Utility
QFD, Uncertainty.

Mathematical Subject Classification: 90C70.

I. INTRODUCCION

El despliegue de la funcion de calidad (Quality Function
Deployment) QFD, por sus siglas en inglés; es una
metodologia de planeacion que introduce el control de calidad
en la etapa del disefio y/o desarrollo de un producto o servicio;
es un mecanismo formal para asegurar que la “voz del
consumidor” sea escuchada y tomada en cuenta en todas las
etapas del desarrollo del producto o servicio [1]. EI QFD es un
sistema estructurado que permite identificar necesidades y
expectativas de los clientes, comtin mente llamada “escuchar
la voz del cliente” y traducirlos al lenguaje de ingenieria
ayudando de esta manera a determinar los requisitos criticos
de disefio para lograr la satisfaccion del cliente [2]. Por otra
parte, el Andlisis de Decisiones consiste en herramientas y
modelos para mejorar la toma de decisiones; tiene un especial
uso cuando las decisiones multiples objetivos en conflictos y
cuando las consecuencias o resultados son inciertos o
presentan incertidumbre [3]. En este trabajo se presenta una
aproximacion de la introduccién de herramientas de analisis
de decisiones al QFD; en particular se introduce los arboles

bayesianos de decision y el analisis de preferencias a la
evaluacion de alternativas de disefio.

II. REVISION DE LITERATURA

En [4] se presenta una revision analitica de la literatura
sobre articulo publicados referentes a QFD difuso (FQFD)
entre 2000 y 2011, llegando a las siguientes conclusiones: La
mayoria de los estudios se centraron en métodos cuantitativos
para lograr la fase 1 de QFD o casa de la calidad; las técnicas
méas empleadas son métodos de toma de decisiones de
multicriterio. Aunque el proposito principal de usar QFD era
el desarrollo de productos, otros factores como el analisis de
riesgo y competitividad deben considerarse en el proceso de
desarrollo del producto.

Ademaés [5] presentan una metodologia para determinar la
funcidn de transferencia en la herramienta de la casa de calidad
del método de implementacion de funciones de calidad. La
funcién de transferencia relaciona las caracteristicas del
producto con los requisitos del cliente sobre el producto.

En [6] mencionan que el disefio es un tema
interdisciplinario, por lo tanto, el proceso de disefio tiene una
cierta complejidad, su trabajo muestra la combinacién de EGM
(método de la cuadricula para evaluacion) y QFD difuso; el
EGM es utilizado para analizar los requisitos del cliente y los
elementos de disefio, para que con el proceso analitico
jerérquico (AHP por sus siglas en inglés) se calculen los
valores de peso de los requisitos del cliente y por Gltimo se
establece la matriz de relaciones difusa entre los requisitos del
cliente y los elementos de disefio.

Por su parte [7] por medio de un experimento ortogonal
virtual proponen un método para incorporar en analisis de
sensibilidad en el QFD, por medio de un software integrado
crean un entorno en el que los parametros de disefio se asignan
con diferentes valores y las acciones correspondientes se
supervisan en tiempo real.

Ademés [8] proponen un modelo de despliegue de
funciones de calidad en dos etapas para identificar las
tecnologias centrales desde una perspectiva basada en la
demanda; después de obtener las necesidades del cliente, se
utiliza el andlisis de clister para recopilar temas tecnoldgicos.
Posteriormente construyen la matriz de relacién entre temas
tecnolégicos y codigos manuales primarios. Finalmente, los
cédigos manuales secundarios se pueden calcular mediante la
informacion de patentes en la base de datos de patentes de
Derwent.

Por su parte [9] menciona la importancia que tiene el QFD
como herramienta sistematica para traducir los requisitos del
cliente (CR) en caracteristicas de ingenieria factibles (CIF) de
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un producto. En su trabajo se aplica la teoria de la
incertidumbre al QFD, y presenta un método de valor esperado
para obtener la importancia de las CIF y clasificar las entradas
lingisticas como variables inciertas; finalmente, propone
ejemplo de mejora de la camara digital donde los resultados
experimentales se comparan con la situaciéon que ignora las
correlaciones entre las CIF.

Por otro lado [10] se muestra un estudio de la combinacion
de QFD y el método TRIZ (Theory of Inventive Problem
Solving). Se desarrolla y se demuestra un marco estructural
para modificar el proceso de disefio del servicio en tres fases
diferentes de resolucion de problemas.

También en  [11] implementan un modelo de disefio
innovador basado en QFD y TRIZ, donde en primer lugar, los
requisitos del cliente son analizados por la Casa de la Calidad,
posteriormente se identifican los problemas que deben
resolverse en el disefio.

Por otro lado [12] propone una técnica de toma de
decisiones grupales (GDM) integrada basada en el modelo
linglistico de duplas, el despliegue de la funcién de calidad
(QFD) y el método de la técnica para el rendimiento de pedidos
por similitud con la solucion ideal (TOPSIS).

También [13] formulan la seleccion del proveedor de
servicios de logistica inversa como un problema de toma de
decisiones de criterios multiples y desarrollan una metodologia
para seleccionar el mejor proveedor de servicios de logistica
inversa para la empresa de fabricacion de piezas de moldeo por
inyeccion utilizando la técnica de preferencia de pedido por
similitud con la solucién ideal (TOPSIS) e integrandolo con la
implementacion de la funcidn de calidad (QFD).

A su vez [14] dice que la calidad, el costo y el tiempo de
desarrollo de productos tienen un impacto directo en la
productividad, en la participacién del mercado y en la
rentabilidad de la empresa. A medida que los usuarios alcanzan
mayor conciencia sobre sus deseos, es necesario mayor nivel
de calidad y una respuesta en el tiempo mas rapida.

I11. PROBLEMA

El coheton es un artefacto pirotécnico detonante, de forma
cilindrica y de fabricacion artesanal, hecha a base de pélvora
negra coloratada, confinada, en tubo de carton y envuelta en
papel. Su didmetro varia de 1 a 3 centimetros y su longitud es
de6al5cm.

Actualmente en la industria de la pirotecnia de la region de
Tultepec, Estado de México; especificamente en la elaboracién
de cohetdn, un gran porcentaje se elabora de manera artesanal.
Cabe mencionar que aproximadamente el 70% de la pirotecnia
tomo como base principal el coheton. Por lo general la aguja

! Los tubos de arranque 8.2 son mencionados de esa forma por
el productor.

es la que sufre mayor desgaste y es este elemento que con
mayor frecuencia es cambiado por uno nuevo.

A continuacion, se describen los pasos para la elaboracién
del coheton.

Paso 1. Colocar tubos de cartén de arranque 8.2%.

Paso 2. Colocar placa que mantiene alineados los tubos de
carton y ademas ayuda para la dosificacion de la arcilla como
también de la pélvora (mezcla).

Paso 3. Colocar placa de nylamid?> con los barrenos

desalineados para dosificar la arcilla.

Paso 4. Llenar barrenos con arcilla (Barro) al ras de la
placa.

Paso 5. Alinear las 2 placas de nylamid permitiendo que la
arcilla caiga dentro de los tubos de arranque 8.2.

Paso 6. Comprimir la arcilla (Barro) ya dosificada.

Paso 7. Una vez que la p6lvora comprimida ha Ilegado al
nivel requerido se procede a utilizar la placa de nylamid con
los amacizadores.

Del paso 2 al paso 7 se repite un promedio de 14 veces
hasta que se tiene el nivel deseado de pélvora.

Paso 8. Dosificar la tapadura (mezcla con un poco de agua)
al ras.

Paso 9. Comprimir la tapadura.

Paso 10. Botar el arranque de cohetdn 8.2 ya terminado.
La Fig. 1 se muestra el producto terminado.

Fig. 1. Arranque de cohet6n 8.2 totalmente terminado.

|[EI' proceso de compresion de mezcla se hace en un
dispositivo hidraulico que realiza doce compresiones
simultaneas; en la Fig. 2 se muestra la parte A y B del
dispositivo que sufre desgaste por friccion

2 Familia de las Poliamidas (PA) Nylon.
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Fig. 2. Piezas que sufren desgaste por friccion.

Actualmente la aguja, el amacizador y el taqueador se
producen de latén o acero inoxidable. Con el de laton se
producen aproximadamente 100 gruesas antes de tener que
cambiar y con acero inoxidable 300 gruesas®.

IV.DESARROLLO

QFD

De las verbalizaciones con el cliente y la aplicacion de
herramientas de QFD para dar claridad a la voz del cliente, se
deduce que lo que se busca es que la aguja, el amacizador y el
taqueador para el proceso de compactacion en la elaboracion
de arranque 8.2, tenga una durabilidad mayor. Como el
productor maquina sus propias herramientas las caracteristicas
verbalizadas para el material de requerimiento son:

* Resistencia al descarbonizado.

» Resistencia al agrietamiento.

» Dureza HRC entre 40 y 50.

» Magquinable.

» Tenacidad alta.

» Resistencia al ablandamiento.

» Resistencia al desgaste.

En la Tabla 1 se muestras algunas caracteristicas muy Utiles
que fueron el reflejo de las verbalizaciones del cliente.

Tabla 1. ALTERNATIVAS DE ACERO

o Alternativa | Alternativa | Alternativa
Caracteristica 1(A1) 2 (D2) 3 (M2)
ReS|stenc_|a al Media Media La més alta

descarbonizado
Res_lsten(_:la al La mas La mas alta Media
agrietamiento alta
Dureza
aproximada 60 — 62 54 - 61 62 — 65
(HRC)
Maquinabilidad Alta Baja La mas alta

3 Una gruesa son 12 docenas.

Tenacidad Muy alta Media Media
Re5|stenc.|a al Alta Alta Baja
ablandamiento
Resistencia al Media Media Alta
desgaste

De acuerdo con la entrevista con el cliente, la importancia
de los requerimientos se pondera como se muestra en la Tabla
2.

Tabla 2. PONDERACION DE REQUERIMIENTOS

Requerimientos Peso / 8
gel cliente Importancia FEEDIREENY
Bajo costo 10 23.8

Dureza 7 16.7
Ligero 8 19
No prodl_cha 8 19
tanta chispa
La punta dure 9 21.4

La Fig. 3 muestra la “casa de la calidad” desarrollada para
la seleccion entre las alternativas de materiales.

Se puede identificar que de acuerdo con las relaciones
quedarian de la siguiente manera las prioridades para fabricar
el herramental:

1. Buen material: 24.3%, Tener un buen material es lo que
se busca principalmente por el cliente, dado que, si el costo del
material no es elevado, sea ligero y la punta dure, entonces
podra cumplir con los requisitos del cliente

i : i
H HHHHEIRF
3 | 28| 50 [Bwocce (] 00 MMME
9 | 79| 00 [oues 0|00 ala FEERRE
3|24 | 0 oo o0 2] 2|3 |32
9| 43| 80 [Nopeosecatansactizon ele 5|31«
8 [ 88| N0 Lapunacue [CRN-RN-RIY A ERERKERE]
2|4 2|2

[ afe] s
AR EE NN
CHE ED RN EREIED
203 | 228 | &0 | &1 | w7 | 23 |4

Fig. 3. Casa de la calidad para la seleccion de materiales.

2. Resistencia al impacto: 23.6%, la punta de la
herramienta debe resistir varios impactos consecutivos.
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3. Tratamiento térmico:20%, si se realiza el tratamiento
térmico adecuadamente se puede alcanzar las durezas
propuestas por el fabricante.

4. Resistencia al desgaste: 12.4%, el material no debe
desgastarse tan rapido, en especial la punta de la herramienta
que es la que se encuentra en trabajo constante y es una de las
problematicas del cliente.

5. Maquinabilidad: 10.7%, debe ser de facil
maquinabilidad, ya que mientras mas dificil sea, se
necesitarian herramientas de corte mas caras y elevaria el
costo de la herramienta, siendo esto un problema para el
cliente.

6. Bajo contenido de carbono: 6.1%, la ausencia de
carbono en un material que produce que un material no tenga
tanta dureza y en este caso no produzca chispa.

7. Disponibilidad: 2.9%, la disponibilidad dado que los
materiales son comunes, tardan en promedio de 1 -2 dias
hébiles.

Se puede observar que los tres aceros que se manejan (A2, D2
y M2) tienen muy buenas propiedades mecéanicas, pero el A2
mantiene caracteristicas mecéanicas que lo destacan. En la
resistencia al impacto, realizada con una prueba de impacto de
Entalla Charpy C, tiene una resistencia al impacto de 40 ft-Ib,
respecto a los 21 ft-lb y a los 20 ft-lb del D2 y M2
respectivamente. Por otro lado, una caracteristica mecéanica es
la tenacidad, es la energia de deformacion total que es capaz
de absorber o acumular un material antes de alcanzar la rotura
en condiciones de impacto, por acumulacion de dislocaciones,
de acuerdo con el fabricante de Aceros SISA, su tenacidad del
A2 es mayor que a D2 y M2; esto es una gran ventaja ya que
el material esta en constante esfuerzo y hara que la punta sea
capaz de soportar repetitivos golpes y se traduce en que la
punta del material no se desgastara tan facil. En cuanto al
precio el del A2 y D2 son los mismos, aproximadamente de
7.35 USD/ kg, contra los 20.50 USD/kg del M2 que lo pone
en desventaja porque casi es tres veces el precio de sus
competidores.

ANALISIS A PRIORI

Para la seleccion del material adecuado para la fabricacién
de la aguja, el amacizador y el taqueador se desean considerar
eventos inciertos para lo cual se desarrolla el diagrama de
arbol que se muestra en la Fig. 4, donde los cuadrados
representan las alternativas y las circunferencias los eventos
inciertos.

Donde los eventos de exitoso y no exitoso para cada
caracteristica de calidad se define como sigue.

Tenacidad

- Exitoso: resistencia al impacto por prueba de impacto
Entalla Chaspy C, mayor a 35 ft. -Ib. 6 50 (J).

No exitoso: resistencia al impacto por prueba de

impacto Entalla Chaspy C, menor a 35 ft. -Ib. 6 50 (J).

Durabilidad

» Exitoso: mayor o igual a 300 gruesas.

4 Los costos por herramienta y los beneficios son
proporcionados por el productor de la localidad.

05
EXITOSO
/ 5$12,174.94
A2 / $1500000 $12,174.94

-5 2,825.06 § 842494 05
'\ NO EXITOSO
b S 4,674.94
$ 7,500.00 $ 4,674.94

05
EXITOSO
/ $12,174.94
D2 /51500000 $12,174.94
$ 842494 | .5 282506 S 792494 05
'\ NO EXITOSO
b $ 3,674.94
\ $ 6,500.00 §$ 3,674.94

05
| EXITOSO
\ 1 $12,653.13
| M2 / $20,00000 $12,653.13
.4.
$ 7,346.87 $ 7,653.13 05
\ NO EXITOSO
$ 2,653.13
$10,000.00 $ 2,653.13

Fig. 4. Arbol de decision preliminar.

* No Exitoso: menor a 300 gruesas.

Dureza HRC

« Exitoso: mayor o igual a 60.

* No exitoso: Menor a 60.

Costo

» Exitoso: Costo — Beneficio mayor al actual.

* No exitoso: Costo — Beneficio menor al actual.

Disponibilidad

« Exitoso: Tiempo de adquisicion menos de un mes.

« No exitoso: Mas de un mes.

Para el arbol de decisién preliminar, se considera una
probabilidad 0.50 — 0.50 para el resultado del evento incierto
Exitoso — No exitoso.

Con estos datos la mejor alternativa es seleccionar e
material A2 con una ganancia esperada de $8424.944,

ANALISIS POSTERIORI

Para el andlisis posteriori se recomienda desarrollar un
experimento con cada uno de los materiales, para considerar
un evento exitoso, el resultado del experimento debe estar por
lo menos en el limite inferior de las caracteristicas menos -
mejor y por arriba del limite superior de las caracteristicas mas
- mejor. Es decir, debe cumplir como minimo®.

» Tenacidad - resistencia al impacto por prueba de
impacto Entalla Chaspy C, mayor a 35 ft. -Ib. ¢ 50 (J).

« Durabilidad - mayor o igual a 300 gruesas.

» Dureza HRC - mayor o igual a 60.

+ Disponibilidad - Tiempo de adquisicion menos de un
mes.

Considerando una eficiencia de la prueba de 90% cuando
determina que el material serd exitoso y un 80% cuando
determina que el material no sera exitoso.

En la Fig. 5 se muestra el arbol de probabilidades para
actualizar la informacién con el teorema de Bayes.

5 La caracteristica de costo beneficio se eval(a en el arbol.
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P(Prueba dice Exitoso| Exito)= 0.9

P(Exito) = 0.5

P(Prueba dice nc Exitoso| Exito) =01

P(Prueba dice Exitoso| no Exito] =02

P(No exito)= 0.5

Prueba dice no exitoso

P(Prueba dice no Exitosopo Exito) = 0.8

Fig. 5. Arbol para teorema de Bayes.

Es importante resaltar que para el modelo que se plantea se
utiliza la misma probabilidad para cada uno de los materiales,
esto puede no ser asi. EI modelo permite el cambio de estas
probabilidades. Con la informacion posteriori se realizan los
arboles de decision que se muestraen las 6, 7 y 8.

Del arbol de la Fig. 6 se observa que la ganancia esperada
si se prueba el material A2 es de $8,512. 44, donde el plan de
accion dependera del resultado de la prueba. Si la prueba dice
que el material sera exitoso, se seleccionara el material A2.
Sila prueba indica que el material no sera exitoso, se
seleccionard el material D2.

0.818182
PlExito | Prueba dice Exito)
1 smimo
a2 |/ $1500000 $11,17494
|5 20508 s smn N\ omsws
\ PNo éxito | Prucba dice Exito)
|/ '—| $ 367494
| $ 750000 $ 367494

{ 0s
| Exitoso
0.55 |
Pruebadice éxito | D2

$11,174.84
/ $1500000 $1117494
I‘s L0000 § 981L31 | 528506 SegMM O\ 0s
\ \\ No exitoso
$ 267494
$ 650000 $§ 267494

s
Exitoso
o

$11,653.13
/ smom s1em3

a [

| $TM6E SR\ os
| \ No exitoso
Probarmaterial |
a2 | 51000000 $ 1653.13

§ 1,653.13

0411111
P(Exite | Prueba dics No éxito)
l / $1L17494
a2 /1500000 $11.17894
\ |5 28506 45827\ Ogssmd
| )\ PN éxito | Prueba dice Exito)
| | 1 s 3emea
$ 750000 S 367494

| { as
Exitoso
| 045 |/ $11,174.94

|Prusbadice no éite 02 ./ $1500000 $1L174.84

*
-5 100000 $ 632494 |’ S 28506 S 62U\ 05
\ No exitaso
\ S — T
\ $ 690000 $ 267892

as
| Exitoso
\ Ve | smesas
\mz /52000000 $11655.05
S 7.H68T S 66813\ 0s

\ No exitaso

. | 165313
51000000 § 165345

Fig. 6. Arbol posteriori — Prueba material A2.

Por otro lado, si el material que se prueba es el D2, Fig. 7,
la ganancia esperada es de $8,787.44 y el plan de accion es; si
la prueba dice que el material sera exitoso, se seleccionara el
material D2. Si la prueba indica que el material no sera
exitoso, se seleccionara el material A2.

05
Exitoso
Vs 1 11349
A2 / $1500000 $11,32494
[
-5 28506 5 75m8 05
| '\ Noexitoso
| - 1 s smam
] $ 750000 $ 382494
[
|
| 0818182
| P{Exito | Prueba dice Exito)
055 [ / 511324
Prugba dice dxito | o2 /51500000 $11.32434
| i 3
|4 B000 sormas | -$28m06 $o7ma |\ 0118
| \ \\ P(No éxito | Prueba dice Exito)
| \ $ 282494
I‘ \ $ 650000 § 282494
\
| |
| \ 0s
| | Exitoso
| | / $11803.13
I‘ \m2 / $20000 $11.803.13
| \
| S THMEHT 5 6EBAF 0s
| '\ No exitoso
$ 180313
$10,00000 $ 180313
os
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Fig. 7. Arbol posteriori — Prugba material D2.
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Fig. 8. Arbol posteriori — Prueba material M2
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Por Gltimo, si el material que se prueba es M2, de la Fig. 9
se observa que la ganancia esperada $8,250.45. Si la prueba del
material indica que serd exitoso se debe seleccionar el material
M2; si la prueba indica que el material no serd exitoso se
seleccionard el material A2.

UTILIDAD SUBJETIVA ESPERADA

Se construye un modelo SUE (Utilidad Subjetiva Esperada)
estableciendo los prospectos de alternativas que se muestran en
la Tabla 3.

Considerando que la decisidn arriesgada se puede entender
como una apuesta entre distintas loterias [15]. Es decir, una
persona racional preferira, en primer lugar, aquella loteria que
le dé el mayor premio; en segundo lugar, una persona racional
sera indiferente entre una loteria cuyos Unicos premios sean
ganar (G) o perder (P) y alguna loteria que ofrezca un premio
intermedio entre G y P.

Tabla 3.CLASIFICACION DE PROSPECTOS DE ALTERNATIVAS

Nlmero Prospecto Clave
1 Material A2 — Exitoso A2E
2 Material A2 - No exitoso A2NE
3 Material D2 — EXxitoso D2E
4 Material D2 - No exitoso D2NE
5 Material M2 — EXitoso M2E
6 Material M2 - No exitoso M2NE

Para transformar informacidn con que se cuenta en este
contexto de incertidumbre en una distribuciéon a priori de
probabilidades subjetivas, el decisor ha de elegir de manera
consistente entre distintas alternativas presentes en una serie de
problemas hipotéticos sencillos de resolver. Se generan loterias
posibles como variables aleatorias descritas como un par

I'=(x,p) 1
en el que el vector
X = (X1, X2, ..., Xn) 2
especifica los pagos posibles, y el vector
P = (P1 P2, ..o P) ®)

Indica las probabilidades con que se reciben dichos pagos
posibles. En las Fig. 9, 10, 11 y 12 se muestran las loterias
planteadas.

0.85

0.15

Fig. 9. Loteria de indiferencia para el prospecto D2E.

M2E

0.76

0.24

Fig. 10. Loteria de indiferencia para el prospecto M2E.

A2NE
1
0.5
Loteria
0.5
Fig. 11. Loteria de indiferencia para el prospecto A2NE.
D2NE
1
045
Loteria
0.55

Fig. 12. Loteria de indiferencia para el prospecto D2NE.

Con los resultados de las loterias generadas se formula el arbol
de la Fig. 13 en la que se puede observar que cada alternativa
A2, D2, M2; cuentan Unicamente con dos prospectos (Mejor,
Peor) con lo que se calculan las probabilidades de preferencia
de cada prospecto para cada alternativa.
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Mejor 1
05
Exitoso

05
No exitoso

05

05

05
Exitoso

0.15

05
No exitoso

045

055

05
Exitoso

078

05
No exitoso

Fig. 13. Arbol de decision con valores de certeza.

A2 — PEOR = (0.5 * 0) + (0.5 * 0.5) = 0.25
D2 — MEJOR = (0.5  0.85) + (0.5 = 0.45) = 0.65
D2 — PEOR = (0.5 x 0.15) + (0.5  0.55) = 0.35
MA2 — MEJOR = (0.5 * 1) + (0.5 * 0.5) = 0.75
2 — MEJOR = (0.5 x 0.76) + (0.5 x 0) = 0.38
M2 — PEOR = (0.5 % 0.24) + (0.5 * 1) = 0.62

En la Fig. 14 se muestra la representacion de las
alternativas como probabilidades del mejor prospecto.

0.75
MEJOR

Fig. 14. Alternativas como probabilidades del mejor prospecto.

En la Fig. 14, se puede observar que las alternativas A2,
D2y M2 producen probabilidades de preferencia de 0.75, 0.65
y 0.38, respectivamente sobre el mejor resultado de cada
prospecto. Considerando estas probabilidades como utilidad
subjetiva esperada se construye el arbol de decision de la Fig.
15.

0.5
Exitoso

15
0.75

0.5
No exitoso

0.25

05
Exitoso

13

D2 0.65

1.25 0.65 1.15 05

No exitoso

0.35 1

05
Exitoso
0.76
0.38

05
No exitoso
1

0.62 1
Fig. 15. Arbol de decision utilizando preferencias como unidad de medida.

V. CONCLUSIONES

Utilizando el despliegue de la funcion de calidad se generan
las alternativas para la seleccion de material para la produccion
de arrancadores en pirotecnia en para un taller de la localidad.
Esas alternativas son A2, D2 y M2; para las cuales se dan
especificaciones de funcionamiento y poder determinar si la
seleccion de material dard un producto exitoso 0 no exitoso.

Con el &rbol de decision de la Fig. 8 se observa que la mejor
seleccion de material es D2, con una ganancia esperada de
$8,787.44.

Se observa que el mayor valor esperado se tiene cuando se
prueba el material A2 y resulta que es exitoso, se tiene una
ganancia de $9,811.31. Pero si resulta que el material no es
exitoso se tendrd una ganancia de $6,924.94; que es la menor
ganancia esperada, misma que se obtiene si se selecciona el
material D2.

Por otro lado, si se selecciona el material D2, y resulta que
no es exitoso el material la ganancia minima esperada es
$7574.94; que es la mayor de las ganancias esperadas.

Con lo que se refiere al andlisis de preferencias, del arbol
de la Fig.15, se puede observar que, segun las preferencias del
decisor, el material a seleccionar es el A2.

Con este trabajo se demuestra que es posible aplicar
analisis de decisiones a la seleccion de alternativas que planeta
el QFD.

Estas decisiones pueden ser en base a valores monetarios
de cada alternativa o a preferencias del decisor.

Aun cuando los datos utilizados en el modelo presentado
son el resultado de un decisor en particular, el modelo queda
planteado para que pueda ser utilizado en situaciones que
requieran claridad de accion en la seleccion de disefio de
procesos 0 servicios; en particular para alternativas que sean
planteadas por el despliegue de la funcion de calidad.
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Resumen- El presente articulo propone un diccionario
matematico en lengua de sefias mexicana, asi como el disefio,
programacion en implementacion en Google Play Store de una
aplicacion movil (APP) como apoyo para la potencializacion del
proceso de aprendizaje de la Geometria en escuelas secundarias
inclusivas.

Palabras Clave- Educacion inclusiva, Tecnologias de la
Informacion y la Comunicacion, ensefianza, Problemas de
lenguaje-aprendizaje.

Abstract- This work proposes a mathematical dictionary in
Mexican sign language with the design, programming and
implementation in Google Play Store of a mobile application
(APP) as support in the Geometry learning process for inclusive
elementary schools.

Keywords- Inclusive education, Information and
Communication  Technologies, Teaching, Language-based
learning disability (LBLD).

Mathematical Subject Classification: 97C50.

I. INTRODUCCION

Segun la Encuesta Nacional Demogréafica 2014 en México
existen un total de 2.4 millones de mexicanos sordos de los
cuales el 3.53% son nifios de menos de 14 afios y solo el 64%
asiste a la escuela; la misma encuesta indica que cuando estos
nifios llegan a adultos (597,566 sordos en el estrato de 30-59
afios) solo el 66.99% estudi6 hasta nivel bésico.

La Lengua de Sefias Mexicano no cuenta con un
diccionario completo acorde a los conocimientos matematicos
descritos Plan de la SEP (2011) [1] o del nuevo modelo
educativo (2017) [2].

En Meéxico existen leyes, reglamentos y ordenamientos
normativos con sustento internacional que regulan la
educacion basica; asi como los documentos que promueven
formas adecuadas de asistencia y apoyo a las Personas con
Discapacidad para asegurar su acceso a la informacién y al no
contar con un LSM matematico que permita alcanzar el
méaximo de los potenciales de los nifios de secundaria incurre
en los siguientes aspectos:

1. Constitucion Politica de los Estados Unidos mexicanos:
Describiendo proteccion y la prohibicion de cualquier
discriminacion por discapacidad.

2. Ley General de Educacion: Refiriéndose prevenir y
eliminar barreras de aprendizaje y participacion en la sociedad
de las personas con discapacidad.

3. Plan Nacional de Desarrollo: Que propone un México
Incluyente con equidad.

4. Acuerdo 592: Que articula la educacion Basica y la
aplicacion de los planes y programas de estudio de educacion
secundaria.

5. Aprendizajes Clave para la Educacion Integral: Que
establece un curriculo inclusivo acorde con la “Estrategia
Nacional de Inclusion”.

6. Convencién Sobre los Derechos de las Personas con
Discapacidad: Estableciendo facilitar el aprendizaje del LSM
asegurando que la educacién de sordos o sordociegos se
imparta en los lenguajes, modos y medios de comunicacion
mas apropiados que permita alcanzar su maximo desarrollo
académico y social.

7. Ley General para la Inclusion de las Personas con
Discapacidad: Que en su articulo 14 reconoce a la LSM como
una lengua nacional y como parte del patrimonio lingistico de
México.

8. Ley para la Integracion al Desarrollo de las Personas
con Discapacidad del Distrito Federal: Integrando el desarrollo
de estos mediante una participacion.

9. Ley para Prevenir y Eliminar la Discriminacion del
Distrito Federal: Que describe los derechos, sanciones y
formas de convivencia mediante el respeto.

El gobierno mexicano mediante la Secretaria de Educacién
Publica ha creado los Centros de Atencion Multiple (CAM)
que atiende las necesidades de los alumnos que presentan
discapacidad o trastornos y son regulados por la Educacién
Especial, la cual a pesar de contar con un Centro Digital de
Recursos, este solo cuenta con un Diccionario Espafiol—
Lengua de Seflas Mexicana (Dielseme) de tipo estudio
introductorio al léxico de la LSM y con dos diccionarios
interactivos con s6lo unas cuantas palabras de lenguaje
matematico registradas en total.

Una de las propuestas de formalizacion del LSM es la
publicada por el CONAPRED (2011) “Manos con Voz”[3],
la cual cuenta con 240 paginas de las cuales sdlo 13 son
dedicadas a las matematicas que comparte espacio con
palabras “relacionadas” como “dolar”; sin embargo en estos
centros no se promueve la integracion e inclusién al estar
separados de otros estudiantes; sin embargo se encontrd que en
25 escuelas secundarias investigadas que al menos 2 contaban
con al menos 1 alumno sordo, que sus profesores no se
encuentran capacitados para atender a estos en LSM; se
comunican por lenguaje escrito y les brindan menos
contenidos.

En el 100% de los casos de docentes que atienden alumnos
sordos secundarios y telesecundarias, asi como autoridades de
educacion especial entrevistados aseguran que la SEP no
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cuenta con un diccionario en LSM matematico establecido que
contenga las palabras utilizadas en los planes y programas
2011 y del nuevo modelo educativo en nivel secundaria y
aseguran que tampoco de primaria.

EL PROBLEMA DEL LENGUAJE

El proceso de ensefianza-aprendizaje con sus actores
docente-discente es andlogo al proceso de comunicacion
emisor-receptor en su primer estado -independientemente de
los procesos de examinacién y entrenamiento que se quieran
considerar posteriores a esta fase inicial- por lo que una
comunicacion efectiva permitira un “procesamiento correcto
de informacion” de acuerdo con la teoria de la informacion de
Shanon y Weaver en “A Mathematical Theory of
Communication”[4] donde se establece los principios de que la
informacion es independiente del contenido, se centra en la
transmision y su cantidad que se mide como el incremento de
la eficacia —aprendizaje como retencion correcta del mensaje
transmitido para su procesamiento- en la transmision de la
informacion entre la emisidn y la recepcién de los mensajes —
para simplificar la lengua de sefias la dactilologia no es viable
y los ideogramas son el curso de accion éptimo respecto a los
tiempos y movimientos kinestésicos utilizados por palabra- y
su capacidad de canales de comunicacion y codificacion eficaz
de los mensajes; por lo que para evitar una ambiguedad
simbolica entre emisor-receptor se requiere un lenguaje libre
de contexto, Unico y que permita la formalizacion del lenguaje
matematico para lograr una comunicacion efectiva.

El proceso de una lengua puede ser modelado mediante el
“Sistema de procesamiento de informacion” de Newell y
Simon [5] contiene los médulos de sistema sensorial —la vista
que captura los movimientos kinestésicos denominados sefias-
, un conjunto de elementos denominados simbolos —LSM-, una
“estructura simbolica” formada por un conjunto de simbolos
conectados por un conjunto de relaciones —seméntica del
ideograma-, su conocimiento —memoria de estructuras
simbolicas del ideograma- y un sistema de procesamiento.

Por otro lado, Lachman y Butterfield [6] consideran al
procesamiento de informacién como operaciones simbolicas —
por lo que los movimientos kinestésicos en el lenguaje de sefias
tienen un significado ideogramico con informacion- que cuenta
con las caracteristicas de codificacion, comparacion,
localizacion y almacenamiento que forman un conocimiento.

Lo anterior requiere una precision kinestésica de las sefias
utilizadas, un significado Gnico —al no existir otra sefia igual- y
un establecimiento en la poblacidn a comunicarse -mexicana-
mediante un diccionario finito que permita lograr una
efectividad para que el significado produzca la reaccion del
receptor en el contexto matemético.; sistémicamente el circuito
de efectividad comunicativa deberd contener entonces una
fuente emisora de sefias inicial, un transmisor kinestésico de
sefias ideogramicas —las manos- en el espacio, un canal visual,
un receptor con la capacidad decodificacion semantica del
mensaje transmitido utilizando un diccionario de simbolos —
previamente aprendidos y exclusivos para ideas matematicas-
y un receptor del mensaje —alumno-; cabe mencionar que existe
en medio de todo esto el ruido que rodea al emisor o receptor
el cual puede alterar el mensaje durante su transmision; el
principal causante de esto es la falta de un lenguaje de sefias
formalizado matematico ya que ambos pueden tener diferente
lengua.

El problema descrito tiene un principio de contexto social
ya que existen mas de 30 variantes de lenguas de sefias, solo

en la republica mexicana; por lo que se requiere el
establecimiento de una LSM matematico —sin excluir otras
lenguas de sefias- para lograr una efectividad comunicativa y
cognitiva como se ha logrado con protocolos de comunicacion
como la IEEE o el reconocimiento de patrones kinestésicos de
sensores como el Microsoft Kinect.

Bajo el contexto anterior se requiere urgentemente que la
SEP disefie, implante y establezca una LSM matematico
mexicano que permita una comunicacién formal matematica y
la trascendencia de conocimientos superiores; de lo contario se
continuara incurriendo en una discriminacién cognitiva que
establece una barrera cognitiva y de un rezago académico en
los estudiantes sordos al estar excluidos de una comunicacion
simbolico-matematica formal.

Il. EL DICCIONARIO MATEMATICO EN LSM
Luria[7] se refiere al desarrollo lingliistico como el proceso por
cual el sujeto se va apropiando de un repertorio amplio y
complejo del lenguaje permitiendo a la informacion ordenarla,
sintetizarla, relacionarla, categorizarla y hacer deducciones
sobre la informaciéon recibida para poder establecer
conclusiones.

El nifio sordo al igual que el oyente va adquiriendo palabras
mediante crece y con el pasar del tiempo las va articulando
hasta formar frases que le permiten lograr un relato; por lo que
el lenguaje regula progresivamente la transicion del
conocimiento concreto al abstracto como sucede con las
matematicas.

Para Vygosky[8] el lenguaje es un instrumento psicolégico
de la naturaleza que estudia los diferentes sistemas de signos
que se poseen los humanos que transforma las aptitudes y
habilidades de estos en funciones superiores, donde el
significado de la palabra es una generalizacién de la
comunicacion y del pensamiento; de la misma forma para los
sordos las sefias son una generalizacion de conceptos,
abstracciones o significados siendo de caracter social al
formarse de acuerdo a las demandas de la comunicacion en las
que se presente el sujeto, la intervencion y el empleo de signos
que deba realizar para poder dar soluciones a los problemas
gue la evolucion y el contexto guie.

Por ello la importancia de proveer de estas nuevas sefias a
los alumnos que presentan alguna discapacidad auditiva que
requieren conocimientos matematicos de calidad demandados
a su edad y requeridos para proseguir sus estudios mediante
auxiliares como la APP y el diccionario matematico en Lengua
de Sefias Mexicana.

Los diccionarios nos proporcionan los significados de las
palabras y en ocasiones cuentan con informacién adicional
como su etimologia, escritura, sinénimos y anténimos; por lo
tanto, son un apoyo cognitivo que promueve el uso correcto del
lenguaje.

Por otro lado, se debe tomar en cuenta que estos definen
palabras de un idioma y este siempre estd en constante
evolucién, por lo que estos permiten afiadir palabras y su
modificacion en términos o definiciones; por lo que como
docentes debemos preguntar si aprendemos de los diccionarios
0 nosotros somos quienes les ensefiamos a ellos como deben
definir nuestras palabras.

Se disefid un diccionario de tipo hibrido (académico,
especializado y visual) estableciendo con 150 sefias de
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geometria utilizadas en secundaria de las que carece la LSM al
revisar libros aprobados por la SEP [1] [2].

En la figura 1 se describe la sefia de radio creada para la
LSM de esta propuesta, la cual es una sefia bimanual (SB) ya
que se articula con dos manos a la vez de manera simétrica y
dispar; en estas tenemos una mano que sera la dominante y la
mano no dominante, considerdndose también una sefia iconica
al copiar la peculiaridad del objeto del radio matematico y
también estar compuesta de una sefia inicializada o alfabética
al aparecer la dactilologia de la letra “r”, que es la letra en
espafiol con la que comienza la palabra matematica “Radio”.
este elemento que con mayor frecuencia es cambiado por uno
nuevo.

i Sefia: Radio
Parte uno.

Orientacion: manos hacia el
centro, simulando el perimetro
de un objeto circular

Ubicacion: las manos a la altura
de los hombros.

Parte dos

Orientacion: la mano derecha
se separa de la izquierda y
cambia, ahora realizard |la
dactilologia “r", que parte del
centro del “objeto circular “y se
movera hacia la derecha.

Ubicacion: las manos a la altura
de los hombros.

Definicion: el radio es el

segmento que une el centro de

.« la circunferencia con cualquiera
de sus puntos

Fig. 1: Sefia de la palabra matematica “Radio” en la APP.

1. APP

Se programé una APP en el lenguaje Xamarin acorde al
diccionario de la propuesta la cual puede ser descargada en la
Google Play Store con el nombre de “INCLUYEME Lengua
de Sefias Mexicana Matematicas” por parte del Cuerpo
Académico PRODEP ENSMEX-CA-2 la cual permite
seleccionar 150 sefias de geometria y en su descripcion se
presenta como una propuesta inclusiva de extension
matematica para la Lengua de Sefias Mexicana y se encuentra
categorizada en APP para educacion.

La APP cuenta con una GUI con un menu slider intuitivo,
como se describe en la figura 2; ya que en la parte lateral
izquierda aparecen las palabras pudiéndose desplazar mediante
la pantalla tactil hacia arriba y abajo por las 150 palabras y al
tocar una de ellas, este reproduce el video correspondiente
contando con un menu ocultable en la parte inferior de este
para controlar el retroceso, avance o pausa; permitiendo al
usuario observar indeterminadamente los videos para imitar las
sefias.

La APP también provee de la definicién matematica y se
adapta a diversos dispositivos moviles y posiciones mediante
la lectura del sensor de orientacién en tiempo real.

Selecciona una palabra

Anguho Inscreo

Angus (lano

Angdos
cpUes0s PO
¢l virtce

Angubs
porigonal

Angdo recto

Fig. 2: GUI de la APP. Fuente: Google Play Store.

IV. EXPERIMENTACION Y RESULTADOS.

Se actualiz6 la APP a las necesidades de lenguaje
matematico de geometria que utilizarian los profesores de
secundaria que trabajan con alumnos sordos en sus grupos para
poder realizar las pruebas de campo.

Se selecciond un universo de prueba para experimentar el
proceso de alfabetizacion y comunicacion efectiva de LSM
mediante la EST No. 6 Sor Juana Inés de la Cruz, la cual cuenta
con un salon especial con 15 alumnos sordos gestionado por el
CAM de la Direccion General de Educacion Especial y 35
alumnos oyentes que conviven con estos en receso para
promover la inclusién de un grupo con otro.

Se desarroll6 un ejercicio aplicado a ambas poblaciones y
al solicitar comunicar los resultados entre ambas se observo
que estas pudieron comunicarse efectivamente intercambiando
al 100% los resultados de un ejercicio obteniendo una
comprensidn bidireccional al utilizar un lenguaje establecido,
comin y la APP como interfaz de aprendizaje.

En las entrevistas se obtuvo que ambas poblaciones
consideran importante un diccionario para poder comprender o
comunicar matematicas; respecto a los alumnos en esta
poblacidn se obtuvo un indice Likert del 95% respecto a la app
y en el 100% aceptd la propuesta de las sefias matematicas.

El segundo universo de trabajo fue la telesecundaria 71 con
un grupo de 20 alumnos, de los cuales 3 son sordos; se apoyé
con el disefio de una planeacion didactica para la
formalizacion del uso de las propiedades de congruencia y
semejanza de triangulos en la resoluciéon de problemas
mediante materiales concretos y semiconcretos, obteniéndose
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que la APP permitio la comunicacién efectiva al 100% entre
alumnos oyentes y sordos en un trabajo colaborativo utilizando
los principios de las situaciones[9].

V. CONCLUSIONES

En las entrevistas se obtuvo que ambos tipos de alumnos
consideran importante un diccionario para poder comprender o
comunicar matematicas; respecto a los alumnos en esta
poblacion se obtuvo un indice Likert del 100% respecto a la
appy en el 100% aceptd la propuesta de las sefias matematicas.
En entrevista con el profesor, este consideré a la APP como
“una herramienta excelente y necesaria para poder ensefiar el
contenido con este tipo de alumnos” solicitando que esta debe
incluir a estos alumnos, contenidos y otras materias entre otras
observaciones de expansion de esta. El Departamento de
Investigacion y Experimentacion Educativa de la Escuela
Normal Superior de México intent6 formalizar el trabajo del
diccionario y APP mediante la colaboracién con la Direccién
General de Educacidn Especial electronicamente desde 2017;
hasta el momento no se ha podido obtener una respuesta de
autorizacion para practica por escrito por parte de las
autoridades de la DGES; sin embargo la experimentacion
informal arroj6 resultados positivos en espera que las
autoridades encargadas cumplan con su funcién [10] y que este
trabajo sirva de marco referencial para desarrollar y formalizar
el diccionario LSM matematico mediante su propuesta oficial
en la SEP para poder cumplir con las leyes mencionadas [12]
en este documento y lograr una verdadera educacion inclusiva.

Actualmente la apliciaicion tiene mas de 1000 descargas
activas en uso desde su salida en la Google Play Store en enero
de 2018 y més de 200 resultados de busqueda en google de
paginas que apuntan a la APP en el 2020.

La tesis “Disefio en Ism de un diccionario matematico y app
para la ensefianza de los criterios de congruenciay semejanza
de tridngulos en 3° grado de secundaria” de la actualmente
Lic. Eicka Viana Huihuitoa fue ganadora del 6to Concurso De
Tesis Sobre Temas Vinculados Al Fendmeno Discriminatorio
En La Ciudad De México COPRED [12].
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Resumen- A través del calculo combinatorio se propone
determinar las formas en que se pueden representar, modelar y
simular diferentes arreglos de elementos en un conjunto aleatorio
y algunas aplicaciones con variaciones, permutaciones y
combinaciones utilizando funciones; ya que el analisis
combinatorio expresa un esquema operacional fundamental para
el razonamiento légico. Este tdpico representa importancia en la
ensefianza, donde los alumnos pueden realizar actividades
caracteristicas de matematizacién: hacer  conjeturas,
generalizacién, la optimizacion y el pensamiento sistematico.

Palabras Clave- combinatoria, variaciones, permutaciones,
funciones, ensefianza de las matematicas.

Abstract- Through combinatorial calculus, it is proposed to
determine the ways in which they can represent, model and
simulate different arrangements of elements in a random set and

some applications with variations, permutations and
combinations of functions; since combinatorial analysis
expresses a fundamental operational scheme for logical

reasoning. This topic represents importance in teaching, where
students can perform characteristic mathematical activities:
making guesses, generalization, optimization, and systematic
thinking.
Keywords- combinatorial, variations, permutations, functions,
maths teaching.
Mathematical Subject Classification: 97D50.

I. INTRODUCCION

La combinatoria pertenece un area de las matematicas
discretas, en donde éstas se ocupan de estudiar las distintas
configuraciones de conjuntos no continuos; es decir finitos o
infinitos numerables, que pueden obtenerse, a partir de sus
elementos dados mediante ciertas trasformaciones que
originan cambios en la estructura o la composicion de estos.
La estructura de estos conjuntos puede ser muy compleja
dependiendo de las relaciones existentes entre sus elementos
que asignan como resultado diferentes permutaciones,
combinaciones y variaciones[1].

El disefio y aplicacion del célculo combinatorio permite
orientar el proceso de ensefianza—aprendizaje a través de
situaciones reales; asi mismo contribuye al desarrollo del
pensamiento sistémico en el que le permite abordar todos los
elementos que lo componen y las relaciones entre ellos; su
enumeracion, construccion de algoritmos y la abstraccién de
las propiedades que satisfacen ciertas condiciones
establecidas[2]. Una de las funciones de la matemaética es
modelar procesos y fenémenos de la realidad, algunos de ellos
son de tipo aleatorio y es en la resolucion de problemas
combinatorios donde generalmente se debe examinar todas las
posibilidades para llegar a una generalizacion[3].

La combinatoria ha ganado mucha importancia debido a
sus amplias aplicaciones en la teoria de probabilidades,
estadistica, teoria de nimeros, l6gica, informatica y teoria de
grafos. El objeto de estudio de la combinatoria ha
evolucionado con el tiempo, actualmente el andlisis
combinatorio busca encontrar los principios y teorias
unificadoras que permitan ordenar y sistematizar el gran
nimero de resultados existentes aparentemente dispersos e
inconexos y sin relacion[3].

El presente trabajo recapitula los origenes de la
combinatoria en donde subyacen las primeras nociones y
conceptos basicos del célculo combinatorio gracias a los
trabajos de grandes matematicos en el mundo antiguo y su
crecimiento acelerado a partir de la segunda mitad del siglo
XX. Expone un marco tedrico sobre las bases de la
combinatoria y propone problemas didacticos a partir de
funciones inyectivas para la aplicacion real de permutaciones,
variaciones y combinaciones. Mediante el Aprendizaje
Basado en Problemas se presentan situaciones reales, donde se
puede realizar conjeturas y estrategias de solucién para estos
topicos.

Uno de los conceptos torales dentro de la combinatoria es
el de coeficiente binomial (n,r) el cual cuenta el nimero de
subconjuntos de r elementos de un conjunto de n elementos.
La teoria desarrollada para este concepto es basta y fructifera
en aplicaciones. Dentro de esta resaltan las identidades
combinatorias, las cuales son igualdades que contienen
coeficientes binomiales[1].

Il. ORIGENES DE LA COMBINATORIA

El estudio de la combinatoria se desarroll6 paralelamente
con el de otras ramas de la matematica, tales como el algebra
y teoria de nimeros, ya que sus primeros hallazgos datan de
China en el siglo XXII. Los cuadrados magicos son ejemplos
de los més antiguos que existen sobre problemas de
combinatoria[4]; éstos aparecen y fueron la base del famoso
libro mistico chino I — Ching (%#%) hacia 1200 A.C[5]. Es
importante resaltar que los cuadrados méagicos inscritos en el
caparazén de una tortuga son un arreglo de elementos de un
conjunto finito que responde a una determinada condicién,
cuya base combinatoria consta de 64 hexagramas que
muestran todas las permutaciones posibles de dos tipos de
lineas, al tomarlas de seis en seis[5].

Por otro lado el escrito Chino Pa Kua (J\#) es otro
ejemplo de los més antiguos libros en donde se exhiben
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problemas sobre el calculo combinatorio mediante el nimero
de permutaciones de una serie de segmentos dispuestos
alrededor de un circulo [6].

En el libro chino el precioso espejo de los cuatro elementos
(AN TEFEAIBH48i 1) de Zhu Shijie en 1303, aparece un
diagrama conocido como el tridngulo aritmético, en el que se
presentan diferentes desarrollos binomiales hasta la potencia
octava, asi como el desarrollo de series y progresiones[7].

Otro encuentro del concepto de permutacién se encuentra
en la obra Hebrea de Sefer Yetzirah, un manuscrito elaborado
entre el afio 200 y 600; aunque tiempo atrads, Xenocrates de
Calcedonia (96 314 a.C) habria propuesto la solucion[8].

En el mismo siglo XXII el mateméatico Hindl Bhaskara
comienza a explorar este campo; en el primer volumen de su
obra principal el Siddhanta Shiromani (1150) donde publica el
tratado Lilavati dedicado a la combinatoria en el cual
vislumbra el problema de la distribucién de objetos o particion
de conjuntos y enuncia una regla para hallar el nimero de
colocaciones de n cosas de una clase y (m-n) de otra[9].

El matematico y astrénomo judio Levi Ben Gerson en su
libro De harmonicis numeris (1343) realiz6 un estudio mas
detallado de las permutaciones, arreglos y combinaciones de
un conjunto de objetos argumentando la igualdad del nimero
de colocaciones de n cosas de una clase K; la cual
implicitamente se encierra el modelo de particion de un
conjunto [10].

Por otro lado; el término “coeficiente binomial” fue
introducido realmente por Michel Stifer (1486-1567) en su
obra Arithmetica Integra (1544) indicando los coeficientes
binomiales hasta el orden n=17 [11] .

Tartaglia en su libro Trattato di numeri et misure (1560)
introdujo un triangulo que proporciona una regla para calcular
combinaciones; ya que fue el primero en ocuparse del
rencuentro del nimero de combinaciones diferentes en el
juego de dados[12] .

Tiempo después Gerolamo Cardano en su libro Liber de
ludo aleae (1663) constituye el primer tratado serio de
probabilidad abordando métodos de cierta efectividad en la
combinatoria a partir de juegos de azar y deduciendo los
coeficientes de (a+b)"; dando como resultado que el nimero
de combinaciones de n elementos tomadas era (a+b)?
terminando con la solucién a la ecuacién cubica[13] .

Las contribuciones de Fermat y Pascal dan un giro al
trasfondo relevante de la combinatoria, siendo a través de los
juegos de azar donde se visualizan los principios para
determinar el nimero de combinaciones de elementos de un
conjunto finito; en particular sobre el problema de la division
de la apuesta planteado por el caballero de Meré[14] .

Los matematicos anteriormente descritos reconocen el
anélisis combinatorio como un nuevo campo de la matematica
digno de un estudio formal; dejando ver a ésta como el
dominio de un conjunto de técnicas o practicas en la solucion
de una tipologia de problemas.

En el libro Traité du triangle arithmétique (1653) Pascal
publica un tratado acerca de las relaciones entre los
coeficientes binomiales, las combinaciones y los polinomios;
ademas demostrd la identidad de Pascal donde expresa la suma
de potencias de los primeros n nimeros naturales [15].

Aungue Pascal y Fermat no expusieron sus resultados de
los juegos de azar; més tarde en el libro De Ratiocinnis in ludo
aleae de Huygens (1657) resolvié algunos problemas
propuestos por ellos [16].

El primero en introducir el término “combinatoria” es
Gottfried Leibniz en su obra Disertatio de arte combinatoria
(1666); ademas realiza la construccidn sisteméatica del
conocimiento combinatorio que se habia obtenido hasta la
época[17].

Posteriormente Bernoulli en la obra Ars Conjectandi
(1713) incorporo temas combinatorios fundamentales como la
teoria de permutaciones y combinaciones; asi como la
derivacién, las propiedades de los numeros, definio la
combinatoria como el arte de enumerar todas las formas
posibles en las que un nimero determinado de objetos n puede
combinarse y demostrd el teorema binomial para el caso n
entero positivo mediante el uso de la férmula para las
combinaciones[18].

El simbolo (n, k) se introdujo en el siglo XIX cuando fue
utilizado por Andreas Von Ettinghausen en 1878[4].

Tiempo después Abraham de Moivre publica su obra
Ilamada "The Doctrine of Chance" (1718); considerado clave
para el principio del estudio de la probabilidad [19].

Posteriormente Pierre Simon Laplace recopil6 las ideas de
Jacob Bernoulli, Abraham de Moivre, Thomas Bayes y Joseph
Lagrange en su obra Théorie Analytique des Probabilités
(1812) donde hace un extraordinario trabajo sobre el
desarrollo de la teoria de la probabilidad; siendo la base
matematica para desarrollar el analisis combinatorio[20].

La combinatoria entr6 en un periodo exponencial de
desarrollo con el crecimiento de problemas de la matematica
discreta que coadyuvan esta rama.

Las aportaciones de Galois(1831) fueron fundamentales
para su investigacién en teoria de grupos sobre permutaciones
de las raices de una ecuacion polinémica[21].

Euler por su parte gracias a su célebre problema
matematico de los siete puentes de Konigsberg resuelto en
1736 dio origen a grandes resultados en combinatoria y teoria
de grafos; asi como el disefio de experimentos estadisticos
[22].

F.P.Ramsey  descubri6 un importante teorema
combinatorio de existencia (1930) trabajando en el contexto
de la légica de la matematica [23]. En la década de 1930 Paul
Erdds y otros matematicos hingaros dieron un nuevo impulso
a la combinatoria [24].

En el libro Los fundamentos de la Teoria de la
Probabilidad (OcHoBBI Teopum BepOsSTHOCTEH) de
Kolmogdrov (1933) estructura el sistema axiomatico y
formalizado de la teoria de la probabilidad utilizando la teoria
de conjuntos [25].

Afios después en la revista acta mathemética Polya
escribe un articulo titulado enumeracién combinatoria para
grupos, grafos y compuestos quimicos (1937), desarrollando
una poderosa técnica para resolver problemas de enumeracion;
su método esta basado en la teoria de grupos y ha tenido gran
influencia en el desarrollo contemporaneo de la teoria
combinatoria[26].

En los Gltimos afios la combinatoria entrd en un periodo de
intenso desarrollo relacionado con el crecimiento general del
interés hacia los problemas de la matematica discreta ejemplos
de tales teorias son: las funciones multiplicativas estudiadas
en teoria de nimeros y combinatoria, introducidas en 1832 por
el matematico aleman August Ferdinand Md&bius[27].

Hassler Whitney (1933) a partir de su trabajo en teoria de
gréaficos sent6 las bases del matroide, una nocién fundamental
en combinatoria y teoria de la representacion moderna[28].
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Las tablas de Young en 1900 sirvieron como objeto
combinatorio relacionado con la teoria de representaciones y
funciones simétricas. Al mismo tiempo tiene lugar un gran
desarrollo de las ramas mas ricas en aplicaciones inmediatas,
tales como la optimizacion en situaciones aleatorias reales de
combinatoria [29].

En el libro Principles of combinatorics (Berge, 1968)
propone describir la combinatoria como el estudio de las
configuraciones formadas con los elementos de un conjunto;
entendiendo por tales las aplicaciones del conjunto en otro,
posiblemente provisto de cierta estructura que satisfagan unas
restricciones determinadas [30].

Esen el siglo XX con el advenimiento de las computadoras
que fue posible el andlisis sistematico de los procesos y los
algoritmos utilizados para generar permutaciones y
combinaciones masivas. Ademas el analisis combinatorio
busca principalmente determinar la existencia de
configuraciones finitas y, si existen, encontrar el ndmero
posible de tales configuraciones [4].

I1l. TEORIA DE CONJUNTOS

En el siglo XIX emerge la teoria de conjuntos gracias a los
estudios de George Cantor (1845 —1918). A través de la teoria
de conjuntos se inicia el estudio formal de los subconjuntos y
partir de estos viene ligado el problema de demostrar la
existencia de subconjuntos de elementos de un conjunto finito
dado y que satisfacen ciertas condiciones. Entonces se podria
decir que la teoria de conjuntos con el formalismo moderno
puede ser otra presentacion del conteo hacia la
combinatoria[31].

Un conjunto es una coleccion de objetos considerada como
un todo, estos objetos se llaman elementos que cumplen una
propiedad; se dice entonces que un conjunto es una
multiplicidad considerada como la unidad {A;, 4, 34, }[32].

Existen dos formas de asignar los conjuntos; extension y
por comprensidn, para expresar que el conjunto K consta de los
elementos {a, b, c} escribimos K = {a, b, c} ; con ello se da la
extension del conjunto K al enunciar cada una de las unidades
que lo componen, este método es el mas frecuente al designar
para pocos elementos. Por otra parte los conjuntos infinitos
solo pueden definirse por comprension; es decir dando un
criterio que permita reconocer para cada elemento si pertenece
o0 no al conjunto[33] .

Los axiomas formulados por Ernst Zermelo y Adolf
Fraenkel, en1908, son un sistema axiomatico concebido para
formular la teoria de conjuntos[31].

Axioma de extensionalidad.
Va(aeEX o a€eY)oX=Y 1)

Axioma del conjunto vacio.
3¢ | va(a & 0) )

Axioma del conjunto pares
Vx,y|3z; Va(aEzeoa=xva=1y) 3)

Axioma del conjunto union.
Vx|3dyVa(a€y e Fz(zEx AN a € z) 4

Axioma del conjunto potencia.
Vx |3yVz(z €y o Va(a €z > a € x)

Esquema axiomatico de especificacion
Vx| ElyVa(a Eyeo aExA (a))

Esquema axiomatico de reemplazo
Va,3b|(Vx € ady € b A (x,y)

Axioma de infinitud.
IX|BexA(VyeEx:S(Y) Ex
Axioma de regularidad.

Vx EylyeExAxN=@

Lema de Zorn
Vxafix > UxVa(a) ExAa+ @ —>f(a) €Ea

®)

(6)

U]

(8)

©)

(10)

Definicion: La union de dos conjuntos Ay B es el conjunto;
AUB={xlxeEAx € B} [32] (11)

AcAUB c AUB;

(12)

Definicion: La interseccién de los conjuntos Ay B es el

conjunto:

AnNB={x|xeA A x € B} [32] (13)
ANBcAANB cB (14)

Se cumplen las siguientes Propiedades para la unién e

interseccion de dos conjuntos cualesquiera[33]:
Conmutativa de la unién:
AUB=BUA

Asociativa de la union:
(AuB)UC=AU(BUCQC

Conmutativa de la interseccion:
ANB=BnA

Asociativa de la interseccion:
An(B NnC=@ANnB)NC

Distributiva de la interseccion:
ANnB NCO=ANB)UANCQC)

Distributiva de la union:
AUuBnNC=(AuB)Nn(AUu(C)

Idempotente en la union:
AUA=A

Idempotente en la interseccion:
AnA=A

Elemento neutro unién:
Au@d=A

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)
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Elemento neutro de la interseccion:

AnU=A (24)
Inverso de la union:
AUA =U (25)
Elemento inverso de la interseccion:
ANA= @ (26)
Dominacion
AuU=U (27)
Dominacion
An@g=¢ (28)
Absorcién en la union:
AU(ANB)=A (29)
Absorcion interseccion:
ANn(AUB) =4 (30)

Sea X el conjunto universal y A un conjunto arbitrario el
complemento del conjunto A es el conjunto:

A ={x|x € X,x ¢ A} [32] (31)
Propiedades:
(A) =4A (32)
AUAC = (33)
AnA=d (34)
De Morgan:
(AU B)= A°n B°(A n B) = A°U B¢ (35)
De Morgan:
(A n B)’=A°U B¢ (36)
La diferencia entre los conjuntos:
A—B={x|x€eA Ax&B} (37)
Si:
AB=ANB‘-A—-(BNnC)=(A—B)U(A—0C) (38)

Demostracion:
A—(BNC=AnBNCO°=A°UBNC)S;

= ((A°UB) N ((A°UC))° = (A°UB)‘ U (A° U O)S;
(ANBYUANC)=(A-B)U(A-0).

IV. SUBCONJUNTOS

Sean Ay B dos conjuntos. Donde A esta contenido en
B o que es un subconjunto de B, y lo notaremos por A € B, si
cada elemento de A es un elemento de B; es decir, AS B &=
vX; (x € A= x € B). También puede decirse que B contiene a
A:

B2A.[33] (39)

En caso contrario cuando un conjunto A no esté contenido
en otro conjunto B se tiene:

AZLB&=>-(ACB), &= [Vx(XEA o XEB);, = 3Ix:
[F(x€e A==x€B)]; &= X [~ (-(X € A)V (X EB))]; &=
ax: [-x € A) A =(x € B)]; &= 3x: (x € A AX /€ B). (40)

Si A € B y ademas B tiene un elemento que no esta en A,
diremos que A esta estrictamente incluido en B o0 que A es un
subconjunto propio de B y se denota por:

De (32) sededuce AcB.AcB &=
ACBA[AX:(xeBAXEA)] (41)
Sea U el conjunto universal y A un conjunto cualquiera.
AcU; xeAexeU vwixeAsxel) . AcU.

Sea A un conjunto cualquiera; entonces:
PCAXEPSXEAVX(XEDSXEA).DCSA (42)
Sean A y B dos conjuntos cualesquiera de un universal
arbitrario U:
A=Bo AcByBCcA

Siendo demostrado como:
A=Bo ACBABCA;
(A=BeAcB)A(A=BeBCcA)
A=BS ACSCBABCA;
“Si.”AcBABc A A=B:

Enefecto, ASB)A(BCA) &
[(VxX(xe Ao XeEB)]A[(VX(XEB o x€eA);

A=B (43)

Sean A, By C tres conjuntos cualesquiera de un universal
arbitrario U.
SiAc ByB c C;entonces: A c C[32].
Sea x un elemento arbitrario del universal U de A € B, se
sigue que:
XEASXEB
DeBcC,.xeB==xeC.
XEASXEC
VX(xEAeXxeEC) AcC
De(l) A=B&=>Vx[xeEA==x€eB)A(XEB
o xXeA)] (44)

V. FUNCIONES

Definicion:

Sean Ay B dos conjuntos. El producto cartesiano de Ay B
denotado por AxB es el conjunto:
AxB ={(a,b)la € A A b € B}[34] (45)

Dada una pareja ordenada se tiene por definicion (a, b) €
AxB < (a € A A b € B)}ysean Xy Y conjuntos[32].

Una relacion R de X en Y es una pareja ordenada
(R,XxY)donde R < XxY.
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Si R es relacion X en Y =(x,y)[32].

Una funcién es una relacién binaria F que esta sujeta a
ciertas condiciones y es uno de los conceptos de relevancia en
matematica. Las funciones permiten conocer propiedades de
conjuntos a través de otros mediante la propiedad:

F:{Vx €edom(F)3y|<x,y>€F}34]. (46)

Se denota como y=F(x); .- Im(F) = {F(x)|x € Dom(F)}, se
dice que F es funcién de A en By se escribe: F: A - B.

Si Dom(F) = {A,Im(F) = F[A] € B VF}es una funcién
y se indica que B es el codominio o contra dominio de F; ya
gue Im(F) € B entonces el contradominio de una funcion es
cualquier conjunto que contenga a la imagen.

En otras palabras una funciéon de F de A —B es una
correspondencia entre elementos de A y elementos de B tal que
a cada elemento de A le corresponde un Gnico elemento de y
[32].

Para cada conjunto X, Vx = {(x,x)|x € X} es una funcién
de x en X, llamada funcién identidad. Sean X, Y dos conjuntos
donde y, €Y un elemento fijo F={(X,y,) |x € X}es una
funcion de X en Y llamada funcion constante.

Fesunoaunooinyectiva & y € Im(F)3x| <x,y >€F ~

F(x) =;,» x,z € Dom(F)yx # z » F(x) # F(2);

0 bien si:

{x,z € Dom(F) AF(x) = F(z) - x = z}[35].

Una funcion F:X — Y es suprayectiva si la: Im(F) =Y.

Debido que para cualquier funcion F: X — Y siempre se tiene
que Im(F) €Y serd razon suficiente que Y € Im(F) € -
VyeYaxeX|F(x)=y.

Una funcion es biyectiva si <es inyectiva y suprayectiva,
donde todo elemento del codominio de una funcién F es
imagen de un solo elemento del dominio de la funcién[34].

Principio aditivo y multiplicativo:

Estos dos principios son los dos mas fundamentales para el
conteo y el analisis combinatorio. Algunos autores toman estos
principios como parte de los axiomas del analisis
combinatorio[36].

Teoremal.2.1 (principio aditivo):

Sean Ay B dos conjuntos finitos disjuntos, esdecir AN B #
@; — |AUB|=]A|U|BJ|. # @;siunsuceso A puede ocurrir
de n maneras y otro suceso B puede ocurrir de m maneras y no
pueden ocurrir ambos simultdneamente; entonces el suceso A
0 B puede ocurrir de m+n maneras[37].

Demostracion:

Séase |[A |=ny |B| = m existe una biyeccibnen Ay N,y
otra biyeccion entre B y N,,,.
Por lo tanto |4 |+|B| = m + n existe una biyeccion entre A U
BAN, -

Seah: AUB = Ny |

h(x)={ h@) stisn

gi—m)sim<i<m+n

f-)Nn—)A/\ g—)Nn—)B |A|U|B|=m+n

Teorema 1.2.2 Si Ay, e o A, son conjuntos finitos
disjuntos a paresn > 1,-
|A1UA2U ......... Anl = |A1|+|A2| ...... |An|.

Demostracion por induccién:

En el caso de n=2, — |A UA,U.....A,|=
|A;|+]As] .. ... |A,| = si se toma B=4A; UA, U ........4, —
BNAyy =0 .. |BUA|=|BlU
[An+1l=lA1 [ +|Az] . [Ap] + 1Ansal.

Ley de la tricotomia

Dado dos nimeros reales a y b se cumple una justamente
una de las siguientes propiedades[35] a<b; a=
b; a>bh.

Teoremal.3 (principio multiplicativo) sean A y B
conjuntos finitos cualesquiera AxB = {(a,b);a € A,b €
B}—|AxB| = |A| .|B|[36].

Demostracion:

Sean A= {aja,,.... a}y y B={byb, . . by} el
producto cartesiano en una matriz AxB. Si se tienen dos
conjuntos de k y n elementos respectivamente y queremos
escoger dos elementos de modo que uno sea del primero y el
otro del segundo, se puede hacer de k x n maneras[37].

Debiendo:
(al,bl) (a1,b2) (al,bm)
(az,.b1) (az.,bz) (al,.bm)
(an:b1) (az',bz) (an.,bm)

La cual es de dimensién n.m =|A|+|B]|

Teoremal.3

Sean {A;........A,} conjuntos finitos cualesquiera
|A1X AX oo A = |Al-|Ag] oo oo |4

Demostracion por induccion sobre n
sea: |A1X AzX v veee v Ayl = A1) A2 e e |An| siendo
B=A;X ...... Ay—>B X A,41=|Bl. |4ps] =
[A41].145]......... |4, |Ansql

Si un objeto puede escogerse entre m posibles:

Principio de inclusién exclusiéon:
Sean Ay B dos conjuntos finitos:
|A UuB| =|A|+|B]-|A nBj|

Si tenemos la coleccion 4;(1 < i < n) [36].

Z [4; N Al

1,jk:
1<i< jsn

n
14, U AU o UA, | — |Z 44|
i=1

+ z JA; DA O A+t (1) YAy N A, .
i,jk:
1si< j<ksn

NA,|

© Autor(es) 2020. Articulo de acceso abierto bajo licencia CC BY-NC-ND ©@ ® © ®

51



Journal de Objetos y Objetivos Matematicos No. 2. Enero-Junio 2020.

ISSN 2683-264X. https://joom.org.mx

VI. CALCULO COMBINATORIO

Permutaciones

Una permutacion de algunos objetos es un ordenamiento o
arreglo lineal particular de los objetos: P (n, k) y cuenta dos
cosas simultaneamente: la cantidad de formas de elegir y
ordenar k de n objetos[39]. Un caso especial Gtil esk =nen el
que simplemente estamos contando el nimero de formas de
ordenar todos los n objetos; estoes: n(n-1) ...(n-n+1) =n!,
lo anterior se formaliza con el uso del lenguaje de las funciones
matematicas: como una funcién biyectiva de I,, en un conjunto
de n elementos. Si A es un conjunto finito, toda funcién
inyectiva de A en A es biyectiva[36].

Sead ={a; ........an}; F-A—A esunapermutacion de A,
en estas permutaciones intervienen todos los elementos. El
ntmero de permutaciones de n objetos diferentes tomados de r
en r esta dado por la formula;

Pnr)y=nn—1)(n—2).....n—r+1),r <n.

El nimero total de permutaciones de n objetos diferentes
tomados de n en n esta dada por:
P(n,n)=n(n—1)(n-2).... 1 = n![38].

Permutaciones con repeticion: se llama permutacion con
repeticién de n elementos distribuidos en k grupos de
{a1,a;, .....a;_1,a;} elementos indistinguibles {a, + a, +
-..a_1 +a,=n}, las configuraciones con n elementos
excluyendo las reordenaciones son:

a1,a2,..... ap—1,0 n!
PRyt o ' [30],
aj-az!-..ag—q1'ag

Permutaciones circulares:

Una permutacion circular de orden »<n de n objetos es una
disposicion de r en r, posiciones en la circunferencia. En r
elementos de () son las formas distintas de colocarlos, con los
elementos:

g (1) Qg (2), - - A rytENdremos r! configuraciones en la
circunferencia, al trasladar los elementos una posicion a la
derecha se tiene:

Ar(1)r2).....0F () = A2 Ar3) - - Ar(1) =
af(r)af(l) P af(r_l)

(== ()0 - 136l

Combinaciones

Se llaman combinaciones de elementos A= {a, ... ... ... a,}
tomados de n en n a los subconjuntos de n elementos del
conjunto A se denota como:

C(n,m) =C(") donde O<n<m.

Para calcular C(') se busca cada aplicacion inyectiva

FiNy o> mCA=S{FQ),f2) ..., fU)}38]

También cada uno de los diferentes grupos tomando todos
o parte de los elementos del conjunto, sin considerar el orden
de los elementos tomados, se les llama combinacion.

El nimero de combinaciones de n objetos diferentes

tomados de r en r esta dado por C(nr)=
L V) F— (n-r+1) r <n multiplicando por (n-7)!

7! (n-m)!
Se obtiene:

Cnr) = nn—-1D..nm—-r+1D . (n—1)! .

rl (n—r)!

El nimero de combinaciones de n elementos diferentes
tomados de r en r puede obtenerse:

Cn,r) =—2— r<n[38].

r! (n—-r)!

Combinaciones con repeticion:

Sea A = {a,, a,, ..., a,}un conjunto de n elementos. Una
combinacidn con repeticién de n elementos tomados de k en k
este conjunto equivale a una lista ordenada de longitud k donde
estos se pueden repetir 'y existe una correspondencia entre las
combinaciones de orden k y las soluciones enteras no negativas
de la ecuacion x; + x, + x5 + -+ ....x; =k cadax; > 0esa;
es una funcion biyectiva CR(n, k) = ("*}71).

Sin,k>— CR(n,k)=CR(n —1,k)+ CR(n, k — 1);

CR(n,1)=n A CR(1,k) =1
Ja,,se toma elementos de k-1 en k-1.-.

CR(n,k) =+CR(n—1,k) + CR(n, k — 1).

Si k#1,n#1;

CR(n,1)=n A CR(Lk) =1

_(k+n-1 (k+n—-1)!
CRR = Rien-1=( +Z )= nl(k—1)!

[39].

Variaciones

Sea X un conjunto de k elementos y otro conjunto Y de n

elementos:

S={f:X->Y;f inyectiva };

la aplicacion de la funcion es:

), fx2) e f(x) — fx1) €Y.
fx) ENF ()} ={y €Y,y # f(x1)}
f(x3) € Y\{f (x1), f(x2)} =

{yeYy # f(x),y # f(x2)}

f) EYN{f(x1), e ftr—1)} =
yeYiy# f(x1) ..., # f(xe-1)}

El total de aplicaciones biyectivas de X —B se llaman
variaciones de n elementos tomados de k, por el principio del
producto:

Vink)=n(n-1)(n—-2) ......n—k+1) =

n!
oy [38].

Variaciones con repeticion:

Sea un conjunto de m elementos con la notacion:

C={cy,Cqy ey Cm} se pueden formar;X,, =
{(ci1, Ciny ven o Cin)iCir EC,j=1,...... ,n} el ndmero de
elementos de X;, con repeticion de m elementos tomados de n
enn.. X,-m"[39].

El factorial de un entero positivo n lo describe Christian
Kramp en 1808[40] como:
Para cadan € N factorial sera n! =
123 e (n_l)n=l‘[7,§=1k;
nl = { 1, sin=0
n—1n sin>0
Propiedades
nnl=nn-1;j;n = 2
Sin'=m!;o n=mvnmeZ*-{1};
nn!)) = (n+ 1)! — n!
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Teorema del binomio
El desarrollo de la potencia n-ésima (siendo n, entero
positivo) de un binomio[37].
Seal<s m< n-1—-C(T-)+c(")=c(T).
Demostracion:
(1) +CCo) = i e =

T mi(n—1-m)! (m-1)!(n—-1-(m—-1)!

(n-1)! (n—-1)!
m!(n-m-1)! I(m—l)!(n—‘m)!
_(n-1)!(n-m) (n-1)!m _(-1)!(n-m)+(n-1)'m
- m!(n-m)! m!(n—-m)! - m!(n-m)!

_m!(n—m)! - (‘(7":)

Para todo n €N, y cualesquiera ntimeros reales a,b se tiene
que: (a+ b)*=Y",Cia™ " b'-

Demostracion por induccién sobre n:
n=0,(a+b)°=1AY"L,Cla™" bt =Ca’ b° =
1.(a+b)° =X Cla’" bl

Paran-1>0,(a + b)" =Y ci_ a® =i bt
(a+b)"=(a+b)(a+b)"?

=@+ b)) Gy b

=a Yy G @ b+ b YIS G @ b
:Z?;ol Cril_1 an—l . bi + Z‘Lgtz—ol CJEL—l an—l—i . bi+1

Como:
iy =0~ % Chiya™ bl = B, G a7 b
Se define:

n n
Cili=0- (a+b)" Z Clya™ bt + z Cihant- bt
) ) i='0 . i=0
=X o(Choq + G a™ - bY
L@+ b)Y, Cla™ - bt

Coeficiente binomial
El nimero de subconjuntos de k elementos a partir de un
conjunto n se denota (’;) . Los nimeros C, x) se conocen como
coeficientes binomiales donde C, x) = 0; si k > n:
nm—-1)" "—2)uu..n—k)+ 1;(2) =
nn-1)(n—2)....... (n—k+1) _ n!
123 (k=1)k " kKm—-k)! "

El cuél es el coeficiente del termino x™ *y* obtenido al
desarrollar (x + y)"=Xp_o(}) x"*y*.

En el libro “raité du triangle arithmétique” (Pascal, 1654)
estudia lo que hoy se conoce como tridngulo de Pascal que es
un arreglo de nimeros donde la posicion k en la fila n del
triangulo de Pascal es igual al coeficiente binomial (’;) [36].

Cumple con las siguientes propiedades[37]:
Seanvnk € ZtIn>k:

G = GL;

(i) = G + G2

k(o) =n(2Ds

k() = =k + D(L);

@+ )+ () = (T

O+ A () = (),
O+ =25
Q-+ () -t ) =

V1. DIDACTICA DE LA COMBINATORIA MEDIANTE
APRENDIZAJE BASADO EN PROBLEMAS (ABP)

A través del enfoque didactico ABP se proponen problemas
combinatorios, donde se pretende desarrollar habilidades
cognitivas como; conjeturas, generalizacion la optimizacion y
el pensamiento sistematico, ademas habilidad para identificar,
analizar y solucionar problemas.

Una de las principales caracteristicas del ABP esta en
fomentar en el alumno el aprendizaje autodirigido y el
pensamiento critico, ademas el conocimiento sobre los
contenidos en la propia experiencia de trabajo, donde él tiene
la posibilidad de analizar en la practica aplicaciones en torno
al problema. Se pretende que el estudiante se involucre en el
proceso de aprendizaje propiciando su interés para enfrentarse
a problemas contextualizados. El enfoque de ABP permite que
bajo el principio de usar problemas centrados en el aprendizaje
como punto de partida, el alumno desarrolle competencias
tanto de la toma de decisiones como en el momento de
proponer estrategias de solucién. Para la adquisicion y la
integracion de los nuevos conocimientos[41].

Mediante el ABP el alumno empleara modelos
matematicos que le permitan enfrentarlo a situaciones reales
donde la actividad gire en torno a la discusidn de un problema
y el aprendizaje surja de la experiencia sobre ese problema,
para traducirlo en un lenguaje matemaético donde después le
permitird modelarlo ,simularlo y permita la reflexién sobre su
propio aprendizaje. En esta metodologia, el docente tiene un
rol claramente definido:

Es el facilitador del aprendizaje y su labor es orientar, guiar,
moderar y facilitar una adecuada dinamica de grupo, es quien
custodia el proceso de aprendizaje del grupo y guia el
descubrimiento. Tiene la responsabilidad de buscar, disefiar y
plantear problematicas con un alto grado de significatividad,
debe contribuir en el esclarecimiento de las dudas, ayudar a
plantear situaciones problema, sugerir y evaluar estrategias de
soluciéon asi como determinar las etapas y metas de la
experiencia asesorando en el disefio de las alternativas de
solucion del problema[42].

Polya en su libro ;Cémo plantear y resolver problemas?
(1945)[43]. determina una propuesta la cual esta enfocada a la
forma como se deben asumir y enfrentar los problemas al
interior del estudio de la matematica. Sus aportes se encaminan
a orientar acerca del manejo de dichas situaciones en los
procesos educativos, €l comparte, ademas, la idea de que las
estrategias y preguntas de un experto podrian ser modeladas
por los docentes en el salén de clase.

Propone un plan, en el cual como primera fase es la
comprension del problema, en esta se ubican las estrategias que
ayudan a representar y entender las condiciones iniciales del
problema, se formulan preguntas como: ¢ Cudl es la condicién?
¢Es la condicion suficiente para determinar la incognita? ¢Es
insuficiente? ¢Redundante? ;Contradictoria?, como segunda
fase; es la concepcién de un plan y en esta se recomienda
pensar en problemas conocidos que tengan una estructura
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analoga a la que se quiere resolver y asi establecer un plan de
resolucidon por medio de estrategias o algoritmos en donde
propone formular preguntas: ;Se conoce algin problema
relacionado con éste? ;Conoces alguin teorema que te pueda ser
atil? ¢Se puede plantear el problema de otra forma? .En la
tercera fase es la ejecucion de este plan y en esta se contemplan
aspectos que ayudan a monitorear el proceso de solucion del
problema asi como su demostracion y la generalizacion del
problema. La Gltima fase es la visién retrospectiva, en donde a
idea fundamental de esta fase, es tratar de resolver el problema
de una forma diferente y analizar o evaluar la solucién obtenida
y si este mismo algoritmo se puede aplicar en algin otro
problema.

La implementaciéon basada en el método heuristico de
Polya ayuda a resolver problemas combinatorios
contextualizados.

Esta concepcion permite en principio de colocar los
problemas unos con relacion a otros, a condicion de tener una
axiomatica conveniente de la teoria por ensefiar: las
discusiones sobre la seleccién de la mejor axiomatica sustentan
la mayor parte de las investigaciones sobre los programas[43].

El pensamiento sistémico (PS) ayuda a construir un marco
conceptual que permite representar problemas dentro de varios
subsistemas o elementos interrelacionados Ilamados patrones
Jla implementacion permite el estudio de cualquier fenémeno
y sistema enfatizando las relaciones entre las partes del mismo,
en lugar de ver el sistema como un todo, este mismo comienza
con la articulacion del problema ,el analisis del sistema y
finaliza con el uso de modelos que permitan la imitacion o
proceso o sistema del mundo real [44].

El PS es una herramienta dentro de la combinatoria donde
para abordar diferentes problemas, estos se pueden contemplar
como sistemas, por medio de la identificacién de reglas y
patrones que permitan llegar a su generalizacion[45].

VIII.

Problemas:

1)Se quiere elegir a un comité de 3 personas de un total de
20 personas de las cuales una debe ser presidente, el otro
secretario y un tesorero ¢De cuantas maneras se puede elegir
dicho comité?

Este problema tipico de combinatoria donde orden de cada
uno de los elementos es fundamental; esto es lo mismo que dar
una funcion I {1, 2,3}, pero se tiene que tomar en cuenta que
no puede ser cualquier funcién, ya que la persona no puede
ocupar dos cargos a la vez, esto es si se eligi6 a las personas A,
B, C, ocupando los cargos de presidente (1), secretario (2) y
tesorero (3)respectivamente; la funcion correspondiente a esta
eleccion es f(x) : {1,2,3} = G,donde G es el conjunto de las
20 personasy f(1) = A, f(2) = By f(3) = C donde
f) = f2); f()# f3)yf(2) # f(3), la funcion debe

ser inyectiva.

PROBLEMAS DE APLICACION

Definicién 1:

Las ordenaciones de n elementos tomados de m en m son
las funciones inyectivas I5{1,2 ....m} en el conjunto de estos n
elementos es O;*.

Definicion 2:

Las ordenaciones con repeticidon de n elementos tomados
de m en m son las funciones de I m del conjunto de esos
elementos y al nimero total lo detonaremos OR.

Proposicion 1.2 si A es un conjunto con m elementos y B
con un conjunto de n elementos, el ndmero de maneras de
escoger un elemento de A y un elemento de B es m.n por el
teorema 1.3 sea A = {a, a,} un conjunto de n elementos,
a;) de elementos A

..........

a; # a;.
Demostracion:
Seai € I, fijay sea B; = A — {a;} el nimero de elementos
de B;} esn-1
{(a;,a;} € AxAla; # a;} =
UL, (e} x By ({ai} x By) 0 ({a} x B;) = B Si i

n

card U({ai} xB;) = Z card({a;} x By)
i=1

i=1

=Y @a-D=m-1
i=1

Hay (n — 1)parejas ordenadas. EI nimero de maneras de
escoger laimagen de 1 es n el nimero de elementos de dar una
funcion inyectiva de I, en A={ (a,b)€ AxA |a # b},la imagen
de 1=ay la imagen e 2=b:

f:{l, = A|f es inyectiva} - A = (a,b) € AxAla # b}

Definida F(f) = (f(1), (f(2)) es biyectiva:

02=n(n-1)=—2=

(n-2)!
Considerando f: I; —» A determinara:

(ay,a5,a3) B =
{(ay,a,,a3) € AxAxAla; # a; sii+#]ji=1,2,3}

Habra entonces 03=02 (n — 2) = n(n — 1)(n — 2) ——

(n=-3)!
Funciones inyectivas I; - A .
02 — 200 200 20119
Y207 oi2o-2) T 2181 2

10-19 = 190 maneras.

2) a)¢Cuéntos numeros de seis digitos, significativos, se
pueden escribir en un sistema binario?

b) ¢ Cuantos hay que contengan la sucesion 01?

Solucién:

El primer digito siempre es 1, por lo tanto tenemos que ver
las formas posibles de formar listas de 5 elementos con los
digitos 0y 1: el total es 2°= 32

Si queremos ver cuantos de éstos contiene la sucesién 01,
esta sucesion puede ocupar una de las siguientes posiciones:
1012__ ,1 01 __,1 01,1 _ O

Cada uno de estos casos tiene tres espacios vacios, que se
pueden rellenar con cualquiera de los digitos 0 o 1.

Por lo tanto cada uno produce 23 niimeros.

Llamamos A; a los nimeros del tipo 101, A, alos
deltipol 01 ,A; alosdeltipol 01 ,yA, alosdel
tipol__ 01

Tenemos entonces, por el principio de inclusién—exclusién:
A, UA, UAs UA,|=
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|A1| + |A2| + |A3| + |A4\ - |A1 N A3\ - |A1 N A4| - \Az n A4|-
Se tiene:
|A; | =23,y |A; N A3|=|A; NA,|= |4, NAl|=2.
Por lo tanto:
|A; U A, U A UA4|.|=4><23—3 x2=32—-6=26.

3)¢Cuéntos divisores positivos tiene el ndmero
29338848000,¢ Cuantos son maltiplos de 99? ;Cuantos son
multiplos de 39?

Si d es un divisor de 29338848000 =

28:.3%5.53.73.11 -.d =

2%1 . 3% . 5% . 7% . 11% con:

(ag, ay, a3, a4, a5) € AjxA,xA3xA,xAs donde:

A, ={012..8A, ={0,1,2..,5},A; = {0,1,2,3}, A, =
{0,1,2,3},As = {0,1}.

El nimero de divisores de 29338848000 es
|A1XA2XA3XA4X Aslzg' 6 " 4‘ " 4‘ " 2.
Si d=2%1-3%.5%.7%.11% es mdlltiplo de

9—-a, =22;a; =1.
En total, el nimero de divisores mdltiplo de 99 es:
[A1x(A; —{0,1)x A3x Ayx As — {0}] =
94-4-4-1
39=3-13 no es divisor de 29338848000 .. 0

4) Un circuito eléctrico posee 10 interruptores. Teniendo
en cuenta que cada interruptor tiene dos posiciones {1, 0}

a) ¢Cuantos estados diferentes puede tener el circuito
segln la posicion de los interruptores?

b) ¢ Cuantos estados tienen tres interruptores en posicion 1
y el resto en posicion 0?

Solucion:

a) El circuito puede encontrarse en VR,,o =2 en
estados distintos

b) El nimero de estados con tres interruptores en posicion

lesen PRI =22 1098 _ 139,
73! 3!
5) Se considera el conjunto {1, 2, .. ., 20}. ¢ De cuantas formas

se puede elegir cinco elementos entre los que no haya dos
consecutivos?

Solucién:

Si hacemos una eleccion de cinco elementos
{{x1, x,x5%,x5} ordenados de menor a mayor, entre los que no
hay dos consecutivos, resulta:

Xg>x4+1, x4 >x3+ 1, x3>,x,+1 ,x, >x; +1,ypor
tanto, el conjunto {x; ,x, — 1,x3 —2,x, — 3, xs— 4} esta
formado por cinco elementos distintos. Y reciprocamente,
dado un conjunto {y;,y.,V3, Y4, ¥s} de cinco elementos
distintos, que podemos suponer ordenados de menor a mayor,
resulta que el conjunto {y,, y, + 1, y; + 2, y, + 3, ys + 4} de
cinco elementos entre los que no hay dos
consecutivos;{{x, x,x3x4xs},  {¥1,¥2.V3, Vs, ¥s} formados
por cinco elementos distintos. El valor minimo de x;es 1, y el
valor maximo de xz es 20, por lo tanto el valor minimo de y,
es 1, y el valor maximo de ys es 20 — 4 = 16. El numero de
conjuntos de cinco elementos es ()= 4368.

6) ¢Cuantos nimeros enteros positivos menores que 120
son primos?
Solucién: Los nimeros primos que aportaran ndmeros
compuestos son: 2, 3,5y 7, yaque 112 = 121 > 120. Podemos
entonces calcular los nimeros primos menores que 120 que son
multiplos de 2, 3, 5, 6 7; el nimero de elementos de este
conjunto es:
1S3 U S3 U S5 U S7| = (IS2] + [S3] + |Ss] +[S7]) — (1S2NS5] +
1S2 NSs| +1S2NS7 | + 1S3 NSs| +[S3NS7 [ +] S50 S7]) + (IS
N S5 NS5| +1S2 NS3 NS7| +1S; NS5 N S7l+ S5 NS5 N S7])
— 15, NS; NS5 N S,

_(120—1 120-1 120-1 120—1)
2 3 5 7
120-1 120-1 120-1 120-1 120-1 120-1
+ +
6 10 14 15 21 35
120-1 120-1 120-1 120-1 120-1 _

( 30 42

138-53+7-0=92

ot ) -

105 210

De éstos tenemos que excluir los nimeros 2, 3,5y 7,y
como el nimero 1 no es primo, el nimero de enteros primos
positivos menores que 120 es:

119 - (92 —4) -1 =30.

Podemos comprobar el resultado, ya que los enteros primos
pedidos son: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,
47,53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109,
113.

7) En los lenguajes de programacion se utilizan
identificadores para hacer referencia a varios objetos:
constantes,  variables, funciones, Normalmente un
identificador esta formato por una serie de caracteres, letras
del alfabeto (’a’,..,’z",’A’,..,’Z’) y digitos numéricos (°0’,..,’97)
empezando siempre por una letra. Por ejemplo, al, Jet, NUM,
n36, AddNode son identificadores validos, pero 1a, 3jda no se
considerarian validos porque empiezan por un digito o
contienen caracteres que no son letras ni digitos.

(a) ¢Cuantos identificadores de 8 caracteres podemos
formar? ¢Y si todos los caracteres deben ser diferentes?

(b) Si consideramos identificadores con un maximo de 6
caracteres, ¢cuantos identificadores podemos formar con
todos los caracteres diferentes?

(c) Si se consideran equivalentes las letras mayusculas y

minusculas, ¢cuantos identificadores con un maximo de 6

caracteres diferentes podremos formar?

(d) ¢Cuantos de los identificadores del apartado anterior
tendrén, al menos, una vocal?

Solucién: Suponemos que tenemos 26 letras minusculas,
26 mayusculas y 10 digitos:

(a) El nimero total de identificadores de 8 caracteres seran:
52 x VR(62, 7) =52 x 627 = 183123959522816

Si todos el caracteres deben ser diferentes, entonces la
solucion seré:
52 x V (61,7) =52 x 61 x 60 x 59 x 58 x 57 x 56 x 55 =
600956640.

(b) En este caso, los identificadores pueden tener longitud
de 1 a 6. La solucion sera:
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52 (1+52(1 + 35—,V (61,y)) =
52(1 4V (61,1) +V (61,2) +

V (61,3) + V (61,4) + V (61,5)) =
37785374744

(c) Este caso es como el anterior pero ahora sélo hace
falta considerar 26 letras y 10 digitos:

26(1+X5.,V(35,y) =

26(1+V (35,1) +V (35,2) + V (35,3) + V (35,4)

+V (35,5)) = 1046577376.

(d) Calculamos, primero, cuantos identificadores no
tienen ninguna vocal:
21(1 + Zi’,zlv (30,y)) =
21(1+V(30,1) +V (30,2) + V (30,3) + V (30,4)
+V(30,5) =
373457721

Sustrayendo de la cantidad del apartado anterior
obtendremos el resultado deseado:
1046577376 — 373457721 = 673119655

8) ¢Cuantos niimeros naturales existen menores que 10°
que no sean capiclias?

Consideramos que un ndmero es capicua si al invertir el
orden de sus cifras obtenemos el mismo ndimero. Los nimeros
naturales de una cifra son todo capicta. No consideramos al 0
como un elemento del conjunto de los nimeros naturales.

NUmeros capicua de una cifra: 4,-{1,2,3, ... ... 9} 144] =
9 meros capicla de dos cifras;
A,-{11,22,33, ... ... 99} 14,1 = 14,1 =9

NUmeros capicua de tres unas cifras: [A;] =910 = 90

Nameros capicUa de cuatro cifras: |4,| = |4A3] =90

Numeros capicia de cinco cifras: [A,] = 9-VRyg, =

9-10 =90

NUmeros capicua de seis cifras:

|46] = |4s| = 900

En total tenemos Y¢_,|4;| =2-(9 + 90 + 900) = 1998
ndmeros capiclia menores 10% ,por lo que el nimero de
nimeros naturales que no son capicla es de :999,999-
1,998=998,001.

9) Determina el nimero de soluciones enteras de la
ecuacion:

X1+ %X, +x3 +x4 =32

Ax; =20 1<i<4

Pyx; >0 1<i<4

C) Xy, % =5, x,6, =27

dxy,>8 1<i<4

e)x;=2—-2 1<i<4

f) x1,%5,x03 >0; 0<ux, <25.
A =5

D) =5

0) (8+;—1) — 311_13"

d) (0+3—1) — 3:3_‘0: —

LZp =X + 2Vi = 1,2,3,4;

Se tiene el sistema:
{Zl + ZyyZ3zyZy = 4’0,
0<zVvi=1..4

+4—1) _ 43!
40 31-40!
Z1=x1_ - 1, Z2=x2' - 1, Z3=X3' - 1, Z4_=.x4 - 1

Se tiene un total de (*°

Se tiene el sistema:
R_{ Zl + Z2+Z3+Z4 = 28,
0<zVvVi=1..4 Az, <24

(21 + 23423424 = 28, /34

|X|_{ 0<zVvi=1..4 ’ (28

|A|_{ Zl + Zz+Z3+Z4 = 28,
0<zVvi=1..3 A25<z,

IRI=IXFA=(S) — (5)=4475.

=

IX. CONCLUSIONES

Los problemas didacticos propuestos en este trabajo, sobre
calculo combinatorio permiten realizar modelos matematicos a
través de axiomas, postulados y teoremas, para llegar a
modelar situaciones reales, mediante conceptos preliminares
como; variaciones, permutaciones y combinaciones.

El ABP permite fragmentar problemas en subsistemas
para poder realizar conjeturas, algoritmos y finalmente
proponer estrategias de solucion. Sus elementos basicos son el
analisis, la logica, la construccion de patrones y la
generalizacion. Los procesos de ensefianza-aprendizaje deben
ser orientados bajo una perspectiva en la que los estudiantes
tengan diferentes soluciones que posteriormente demuestren
como lo plantea Polya.

Gracias a la teoria de conjuntos se inicia el estudio formal
sobre distintas configuraciones de objetos discretos dentro de
la combinatoria, asi como principios fundamentales para el
conteo y el andlisis combinatorio, paralelamente la nocion de
funcién da sentido a conceptos algebraicos elementales como
los de aplicacion, relaciones binarias, isomorfismo,
coeficientes binomiales, permutaciones y variaciones.

La indagacion histérica permite vislumbrar del proceso de
transformacion que sufrieron los conjuntos discretos, donde a
través de las relaciones entre los elementos y sus operaciones,
surge el cambio de sus estructuras.
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I. INTRODUCCION

Se le puede llamar “poligono regular” a la figura
geométrica que es equilatera y equiangula al mismo tiempo [1].
Podemos apoyarnos en una circunferencia, circunferencia
circunscrita, para el trazado de dichos poligonos. Todo
poligono regular tiene una circunferencia inscrita y una
circunscrita [3].

La construccion del poligono regular consiste en la division de
la circunferencia en un nimero de partes iguales dependiendo
el poligono a tratar e unirlas al finalizar.

Para conseguir estas partes iguales, por lo regular se lleva a
cabo una metodologia de relaciones y trazos diferentes en cada
figura geométrica ocupando compas, regla y escuadra. Por
ende, cada poligono regular posee un algoritmo particular de
trazado.

Desde la educacién basica en nuestro pais, los planes de
estudio contemplan el estudio de poligonos regulares, su
trazado, el calculo de su perimetro y area; asi que el propdsito
de este escrito es dar una alternativa a la metodologia que
usualmente se usa, con esto no se quiere dar a entender que el
uso de formulas deductivas sea bueno o malo, simplemente
son una opcidn adicional. También cabe mencionar que estas
férmulas no son nuevas sino son una derivacion de relaciones
geométricas de cada poligono regular.

Il. PARTES DE UN POLIGONO REGULAR

Para comenzar vamos a recapitular el conocimiento
obtenido en nuestra formacion escolar denotando las partes,
solo las de nuestro interés en este texto, de un poligono regular.

Se tomara la figura 1 como el del hexagono regular para
generalizar los conceptos.

Hexagono Regular

Fig. 10 Hexagono regular.

Primero denotaremos como L al lado del poligono regular
y como r al radio, el cual es el segmento que une el centro del
poligono con un de sus vértices. El centro de una
circunferencia circunscrita es el mismo que la del poligono
regular inscrito en ella [6]. Denominaremos como a la
apotema, que es el segmento perpendicular del centro del
poligono a uno de sus lados [1]. Si el nimero de lados de un
poligono regular inscrito se aumenta indefinidamente, la
apotema tiende hacia el radio como limite [3].

Un angulo central tiene el mismo namero de grados que el
arco que lo intercepta, es decir, se mide por su arco
interceptado [5]. El angulo central se denotara por 6 (Theta),
entonces:

360° 2m
9 j— j—

= (1

Donde n sera el nimero de lados del poligono regular a
tratar.

Le llamaremos angulo 3 (Delta) a uno de los angulos del
triangulo rectangulo formado por a'y r, por lo cual:
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_9_360°_180°_7T
"2 2n n " n
5="1 2
== ®

Al éngulo interno se le llamara ® (Phi), se ocupara la
siguiente expresion para representarlo:

o =2 500 3)
La expresién (3) proviene de la generalidad de la suma de
angulos internos:
Si se sabe que la suma de los angulos internos (o) de un
triangulo es 180° [6], entonces se puede escribir de la siguiente
manera:

3

Z a; = 180°

4)

Para saber la suma de los angulos internos (B) de un
cuadrado se puede dividir el cuadrado en dos triangulos y la
suma la expresamos como:

Zﬁl - zz @ = 2(180°) = 360°  (5)

Asi mlsmo se puede saber la suma de los angulos internos
(vy) de un pentadgono al dividir en tres triangulos y su suma
expresarla como:

Z}/l = 3ZaL =3(180°) = 540°  (6)

De Ia mlsma manera se puede expresar la suma de los
angulos internos (®) de los siguientes poligonos de n lados en
funcién de triangulos. Notamos que el escalar por el que se
multiplica (4) es siempre menor en dos al nimero de lados del
poligono, asi que se expresara de la siguiente manera:

n

Zd" (n— 2)2 a; = (n — 2)180°

L=1

Z ;= (n— 2)180° %
i=1

Llamandole a (7) como la generalidad de la sumatoria de los
angulos internos de un poligono de n lados, es obvio que al ser
dividida la expresion (7) entre el nimero de lados (n) de un
poligono se obtendré el valor del angulo interno (®). Entonces
tenemos:

(n—2)

n
i=1 b
= 180° =
" ¢

"n-2)
¢=n

180°

(3)

I1l. FORMULAS DEDUCTIVAS

A) TRIANGULO

Al analizar la construccion de un triangulo equilatero se
puede observar en la figura 2 que cuando se traza la altura en
dos vértices se obtiene la formacion de un triangulo rectangulo.
Asi que al ocupar este triangulo rectdngulo se puede obtener
una igualdad que relacione el lado del tridngulo equilatero (Ls)
y el radio (r) de la circunferencia circunscrita.

Fig. 2. Triangulo

La formula deductiva se puede obtener de dos maneras:
Primera forma:

Debido a la propiedad de rigidez, el triangulo es el Unico
poligono que ha desarrollado una ciencia especial Ilamada
trigonometria, la cual estudia las medidas de los triangulos [2],
por dicha razén la primera forma de relacionar Ls y r es ocupar

la funcién trigonométrica tan %.
Si denotamos tan% = 30°, entonces:

tan 30° =

tan30° = — = —
an 2

r = L;tan 30°

Por lo tanto, la formula deductiva del tridangulo equilatero
en funcion de r es:

L:V3
=3 ®)

Y en funcion de Lses:
=V3r  (8.1)

Segunda forma:

La relacion de Lz y r también se puede obtener ocupando
el Teorema de Pitagoras.

o= (5) + @)
r

r2:L_32 _2
4 4
rz_f:L_f rt_r
4 4 4 4
3r2  Ls?
4 4
3T2=L32
L32_
3 43
Ly
T'Zﬁ(l)
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_Ls 3
L;V3
r=—3 (8)

B) CUADRADO

En el cuadrado, la relacion de L4 y r se puede obtener al
ocupar el Teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo
formado por las diagonales de dicho cuadrado, como se
muestra ene la figura 3.

45°
Ly

455

\

Fig. 3. Cuadrado

Se sabe que la base y la altura del triangulo rectangulo es r
y su hipotenusa es L4, entonces:

L2 =1%+1r?
L42 = 27'2

Por lo tanto, reduciendo, la formula deductiva del cuadrado
en funcion de r es:

L,V2
= 9
r=="2 ©
Y en funcion a L4 es:
L,=+2r (9.1

Por otro lado, si se ocupa la funcion trigonométrica sin ¢
también se llega a la expresién (9).

r
sing = sin45° = —

r = L, sin45°

L2
== 9

r

C) PENTAGONO

Teniendo la construccion del pentagono regular se puede
trabajar con el triangulo isdsceles formado por el centro y dos
vértices contiguos, dicho tridngulo isosceles se divide para
formar dos triangulos rectangulos iguales, al enfocarse en uno
de éstos triangulos se puede obtener una relacion, entre el lado
(Ls) del pentadgono y el radio (r) de la circunferencia que lo
contiene, al ocupar la funcién trigonométrica sin 3, como se
muestra en la figura 4.

h
r
Ls
r
b 2
36°
r
n
2

Fig. 4. Pentagono

Si se denota & = 36°, entonces:
sin 36° =

sin36° =
"= sin 36°

¥|&= |N|u?‘

Por lo tanto reduciendo, la férmula deductiva en funcién a
r del pentagono es:

__Is 10
"= 2 sin 36° (10)

Y en funcion de Lses:
Lg = 2sin(36°) r (10.1)

Ademas de esta formula se puede obtener otra expresion
sin ocupar la funcion trigonomeétrica sin. Para ello se ocupa el
Teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo que tiene
como hipotenusa Ls y como cateto mayor r. Por ello se
averigua primero el valor de h para obtener b.

Para obtener h se ocupa el Teorema de Pitagoras:
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Se obtiene b ahora:

By

b 2 2

Con b ya se puede obtener la relacién buscada:
Vor
(Ls)? = (M*+ (- E)z

5 —V5)r?
Loy = D"

I = f@—zﬂ

Reduciendo se obtiene otra férmula deductiva en funcion a
Ls del pentagono:

L5=T

Y en funcion ar es:

L5(5J2(5 —+/5) +\/10(5 —5))
- 20

r

(10.3)

Como se puede observar (10.3) es mas laboriosa por ende
se puede ocupar como mejor opcion (10) generando el mismo
resultado.

D) HEXAGONO
En el hexagono, la férmula deductiva se puede obtener al
analizar la construccion mostrada; ocupando el triangulo

rectangulo y la funcidn trigonométrica sin% , como se describe
en la figura 5.

/-""'\\

&0

M=

\‘M._//

Fig. 5. Hexagono

Si se denota sin% = 30°, entonces:

r

, 2
30° = %
sin L6
in30° = - —
sin = 2L6

r = 2Lg sin 30°
1

Por lo tanto reduciendo, la formula deductiva en funcién de
r del hexagono es:
r=~Lg (11)
Y en funcién de Le:
L6 =T

También se obtiene la férmula deductiva (11) cuando el
hexagono se divide en 6 tridngulos equilateros y se observa que
r es un lado de ese tridngulo y Les también.

E) HEPTAGONO

Si se trabaja en el triangulo rectangulo formado en la
construccion del heptdgono regular, se puede obtener la
relacion entre L7 y r que buscamos, descrita en la figura 6.

-

Fig. 6. Heptagono

Al ser ocupada la funcién trigonométrica tan, donde la
altura del triangulo rectangulo es L7 tenemos:

r

2

tan30° = =
an L7
tan 30° = -
T 2L,

r = L,2tan 30°

Por lo tanto reduciendo, la férmula deductiva en funcién de r
del heptagono es:

L,2V/3
r= 73 (12)
Y en funcion de L7es:
\3r
L,=—  (12.1)
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F) OCTAGONO Y en funcion de Lses:
En la circunferencia que contiene a un cuadrado, se puede
notar que al dividir los lados del cuadrado a la mitad y trazar
una linea, que pase por ellos y toque la circunferencia y el Lg = ,/2 -V2r  (14.1)

centro, obtenemos 8 tridngulos rectangulos como en la figura
7; al trabajar con alguno de ellos podemos obtener la relacion

entre Ls y r con el Teorema de Pitagoras. G) ENEAGONO
Para obtener la féormula deductiva del enedgono se puede
L, analizar el triangulo rectangulo que se forma al dividir el
triangulo isésceles formado por dos vértices consecutivos y el
= . centro del poligono, descrito en la figura 8.

20°

Fig. 7. Octagono

L9
Entonces:
La férmula deductiva del cuadrado es: Fig. 8. Eneagono
LV2
r== )

Se puede ocupar la funcién trigonométrica sin 6.
Al escribirla en funcién de L4 (9.1) y dividirla entre dos Si se denota § = 20°entonces:

obtenemos:
Lo
Ly V2r (13) sin 20° = %
2 2 Lg
sin 20° = —
2r

Lo que representa la base del triangulo rectangulo a

- . " . Por lo tanto, la formula deductiva del eneagono en funcidn de
manejar, para hallar su altura de dicho triangulo simplemente

res:
seleresta (13)ar. Lo 15)
r = P ar———
Al ocupar el Teorema de Pitagoras se tiene: 2sin 20
7 Y en funcion de Lg es:
2 _ ™2, ALY Ly = 2sin20°r  (15.1)
(= )+ (=5

H) DECAGONO

(L )2=r—+r2—\/§r2+r— : 2 .
8 2 2 Al analizar la construccién del decagono regular de la

(Lg)? = 212 —V/2r? figura 9 se nota la formacion de un triangulo rectangulo de
hipotenusa de tamafio Ls (se puede ver en la seccion del
Lg = 2r% —V2r? pentadgono), de cateto mayor r y cateto menor Lio. En este
triangulo se puede obtener la relaciéon deseada. Ocupando el
Lg =~/12[2 =2 Teorema de Pitagoras tenemos:
L8=T’2—\/E L52=T2+L102
Escribiendo la formula deductiva del octagono, en funcion Donde Lses la formula (10.2), por lo tanto:

de r, tenemos:
’5 -5
L Z YNz 2 2
V2 =2
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(5 —V5)r? ) ) Y en funcioén de r es:
— T =Ly L1o
2 Y =S""="ao (163)

5—4/5 2sin18

5 r2 —1r? = L;,? )

5_ V3 I) ENDECAGONO
r2 ( 0 1) = L,,> Para obtener la férmula deductiva del endecagono se puede

2 ocupar la funcién trigonométrica sind en el triangulo
5 (3 — \/3) L2 rectangulo formado en la construccion de la figura 10.
r = L1o
2

f(3 —V/5)r2
Lo = 2 Ly

Reduciendo se obtiene la formula deductiva del decagono

en funcion de Lio:
Lis
r ’2(3 - \/g) 2 r 180117

Lig=———F— 16
10 - (16)

Escribiendo en funcién de r tenemos:
1

Lio(3 +5)2
r=—7—"—

(16.1) b
22

Se puede obtener otra férmula deductiva del decagono al Fig. 10 endecagono
trabajar con el triangulo isdsceles formado por el centro y dos .
vértices contiguos, dicho tridngulo isosceles se divide para Si se denota sin§ = —, entonces:
formar dos tridngulos rectangulos iguales, al enfocarse en uno 1 Ly,
de estos triangulos se puede obtener una relacion, entre el lado . 180° ™
(L1o) del decdgono y el radio (r) de la circunferencia que lo ST T

contiene, al ocupar la funcidn trigonométrica sin .
Reduciendo se obtiene la formula deductiva del
endecagono en funcion de r:
po_ (17)
2 sin 180
11

Escribiendo en funcién de L1o tenemos:

g L1O
i J) DODECAGONO

Li; = 2si 17.1
11 sin 11 r ( )
LWO
Se puede obtener dos férmulas deductivas para el
y dodecagono, como en la figura 11.
Ly
- , Li?
fig. 9. Decagono.
Lo\
2
Si se denota = 18°, entonces:
b
Lio
sin18° = 2
LT'
in18° = ——
Sin o

Por lo tanto, la férmula deductiva del decagono en funcién
de Lio es:

Lip =2sin18°r (16.2)

Fig. 11 Dodecagono
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La primera de ellas se trabaja en el triangulo rectangulo
que se forma al dividir el triangulo isosceles formado por dos
vértices consecutivos y el centro del poligono. Se puede ocupar
la funcién trigonométrica sin 8.

Si se denota § = 15°entonces:

Lip

sin15° = 2
LT'

in15° = ——
Sin 27'

Por lo tanto, la formula deductiva del dodecagono en
funcién a L1 es:
L1, = 2rsin15° (18)

Y en funcién de r:
L12

"= Z2sin15° (18.1)

La segunda formula deductiva se obtiene de una forma mas
elaborada, se ocupa el Teorema de Pitagoras en triangulo
rectdngulo formado por hipotenusa Li», cateto mayor r/2 y
cateto menor a. Para obtener el valor de a se debe obtener
primero el valor de b en el tridangulo rectangulo contiguo.

Se calcula b con el Teorema de Pitagoras:

Se obtiene la relacion buscada ocupando de nuevo el
Teorema de Pitagoras en el triangulo escaleno donde a es el
cateto menor. Entonces:

Lia = G)* + (0
2

Por lo tanto, la otra formula deductiva del dodecagono en
funcién a L1z es:

Ly, = /2—\/§r (18.3)

Y en funcion de r:

T'=L12 ’\/§+2

IV. ¢{COMO OCUPAR LAS FORMULAS DEDUCTIVAS?

Para el trazo de los diez primeros poligonos regulares
manejaremos de la misma manera las formulas deductivas
presentadas. Dichas férmulas poseen la caracteristica de
relacionar Unicamente el tamafio del lado (L) del poligono con
el tamafio del radio (r) de la circunferencia circunscrita. Por tal
motivo, podemos tener tres casos:

Caso 1: Si conocemos el tamafio del radio (r) de la
circunferencia circunscrita entonces sustituiremos dicho valor
en la formula para obtener el tamafio del lado (L) del poligono
buscado. Con el compés, abierto al tamafio del lado (L),
dividiremos la circunferencia de radio (r) tantas veces como
sea posible. Uniremos las marcas de las divisiones de la
circunferencia y obtendremos dicho poligono.

Caso 2: Si conocemos el tamafio del lado (L) del poligono
buscado entonces sustituiremos dicho valor en la formula para
obtener el radio (r) de la circunferencia circunscrita. Con el
compés, abierto al tamafio del radio (r), trazaremos la
circunferencia; después de nuevo con el compés, abierto al
tamafio del lado (L), dividiremos la circunferencia de radio (r)
tantas veces como sea posible. Uniremos las marcas de las
divisiones de la circunferencia y obtendremos dicho poligono.

Caso 3: Si no conocemos el tamafio del radio (r) de la
circunferencia circunscrita ni el tamafio del lado (L) del
poligono buscado entonces simplemente designaremos un
valor (de acuerdo con nuestra conveniencia) para (r) o (L) y lo
sustituiremos en la formula deductiva.

Después se realizara las mismas instrucciones de trazo del
Caso 1 o Caso 2.

(18.4)

V. CONCLUSIONES

El problema de la construccion de los poligonos regulares tiene
relacion con el problema de la divisién de la circunferencia en
partes iguales; y se puede circunscribir a la circunferencia
tantos poligonos regulares como se puede inscribir [4].

Las formulas deductivas son una ayuda para el trazo de los
poligonos regulares en una circunferencia circunscrita.

En estas lineas se expresan varias de ellas y en algunos
casos mas de una para el mismo poligono.

En el método tradicional de trazo, por una secuencia de
pasos, no todo los poligonos dibujados son exactos; lo mismo
ocurre para algunas férmulas deductivas al ocupar las
herramienta (compas y regla) y ejecutar su dinamica.

Cabe sefialar que estas formulas son una alternativa para la
persona y sus necesidades al momento de trazar un poligono
regular.
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